Université de Bourgogne Examen du 13 juin 2017

Analyse — Math31

Temps disponible : 2 heures
Documents et calculatrices interdits. Toute réponse doit étre justifiée.

Exercice 1 (Question de cours). Soit (uy,),>0 une suite numérique positive qui décroit vers 0. Considérons
la série 37, 5o (—1)"u, et, pour tout n > 0, la somme partielle s, = Y "p_o(—1)*us.

a) Rappeler la définition de suites adjacentes.
b) Soit (z,,) une suite numérique réelle et a € R. Justifier que, si (x,,) converge vers a, on a:

(1) lim z9, =a= lim xo,41.
n—o0 n—oo

Montrer ensuite la réciproque, a savoir que si on a , alors (x,,) converge vers a.
c

d
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Montrer que la suite (wy,) = (S25,+1) est croissante. Qu’arrive-t-il & (vy,) = (s25,) ?
Montrer que (wy,) et (v,) sont adjacentes.

Conclure que ), -(—1)"u, converge.
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Utiliser ce qui précéde pour fournir des exemples de séries semiconvergentes.

Corrigé 1. La démonstration est développée dans les notes de cours. Pour les exemples, on peut penser a
>(=1)"/n.

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes, en fonction de a,b € IN* :
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1—-9" ) 1—=9)" . an)! n
!x ;PUISZ@ (n)x Y an (n!))b'x'

a) Y ns1 (cos (ﬁ) - 1) ;b)Y

Corrigé 2. La premiére série ne dépend pas de a, b, la deuxiéme ne dépend pas de b. Notons Y a,z" la
série et R son rayon de convergence.
a) On sait que :
. cos(xz) —1 1
lim # = ——.
z—0 x 2
En posant z = 1/4/n, on en obtient

lim a, = Ii ) N PR
oo T DB\ P\ m ) T )T Ty

Ainsi, il existe ng tel que ay, est de signe constant négatif pour tout n > 0 et le terme général de la série
> ay est équivalent 3 —1/(2n). Ainsi, cette série diverge. Le rayon R vaut donc au plus 1. Par ailleurs :

()

qui est borné si |z| < 1, donc R > 1. Conclusion, R = 1.

|anz"| < " < 2],

b) On commence par écrire :

1— s n+1
fim (Gt o, T
A5 Tan] a5 a1 7

donc R = 1/v/2. Ensuite on montre que, si > u,z" a rayon de convergence R, alors le rayon de
convergence R, de > u,z%" vaut R, = RY/4, En effet, si |z| < RY/, onar tel que |z < r < R donc
[unz®| < |u,|r", ce qui est une suite bornée donc R, > R'/?. De méme si |z| > RY/® on ar tel que
|2|* > r > R donc |u,z™| > |u,|r™ ce qui n’est pas une suite bornée. Ainsi R, = R'/%. On en déduit,
(1—d)"

—1
™, que R =22,
n

pour la suite en série entiére y



c¢) On utilise d’Alembert :

lim |an+1] -k (a(n +1)!((n)!)° o (an+a)---(an + 1)(an)nb(n — 1)b...2b
n=oo  |ap,| n=oo (an)!((n + 1)!)° n—00 (an)!(n + 1)bnb(n — 1)b ... 2b
~ im (an+a)---(an+1) i a®nl
n—00 (TL + 1)b oo nb o

Cette limite vaut 0si b > a, +00sia > b, ab si a = b. Ainsi, le rayon R cherché vaut R = +ocosi b > a,
R=0sia>bR=a%sia=0.

Exercice 3. Le but de cet exercice est de calculer la limite ¢, pour n qui tend vers oo, de :

e ()

1. Calculer In((2n)!) puis montrer que :
= i Z In (1 -+ k) .
n n
k=1
2. Calculer lim,, ;o In(uy,) a 'aide d’une somme de Riemann.
3. Conclure que ¢ = 4/e.
Corrigé 3. Prenons comme valeur initiale de la suite n = 1.
1. Bien siir on a, pour tout nombre naturel m, In(m!) = 37, In(k). Ainsi In((2n)!) = 32" In(k). Donc:

ln(un):;ln<§1'nn> (Zl Zln —nln(n ) Tll( Z In(k) — nln( ))
k=

n+1

= % ( Z ln(k/n)> = % (Zln((k+n)/n)> = % (Zln(l + (k:/n))) .
k=1 k=1

k=n+1

2. On utilise la fonction f(z) = In(z), continue donc intégrable sur [1, 2], que 'on intégre sur ce segment
grice 3 une somme de Riemann sur la subdivision réguliére en n parties (zo < - -+ < x,,) de [1, 2] définie
par z; = 1+ k/n. On obtient :

2 n
1 :
/1 In(z)dxr = ’nll—)IlgO - ;ln(mk)(xk —Tp_1) = nh_}n(}o U
Il ne reste plus qu’a calculer I'intégrale. On a une primitive de In(z) sur [1, 2], & savoir z(In(z) — 1).
Donc :
=2

=2In(2) —2+1=2In(2) - 1.

=1

2
/1 In(z)dx = (In(z) — 1)

3. On a immédiatement ¢ = exp(2In(2) — 1) = 4/e.

Exercice 4. Considérons la série entiére ), ., %+ 2™ ot la suite complexe (uy,) est définie par les relations

n

1
ug = 1, Upt1 = 5 Z <Z) UgUp—f, pour toutn > 1.
k=0

1. Montrer que, quelque soit n € IN, on a |u,| < n!/2". En déduire que le rayon R de convergence de la
série entiere ) -, 2" est au moins 2.
2. Soit, pour tout z € C de module inférieur & R, f(z) = Y07, “2". Montrer 2f'(z) = f(z)2.

3. Déduire de ce qui précede que f(z) = 2/(2 — z) lorsque |z| < R puis établir la valeur de R.

Corrigé 4. Notons a,, = u,/n!.



3

1. On raisonne par récurrence. Pour n = 0 l'inégalité est vérifide, car ug = 1 < 0!/2° = 1. Supposons
I'inégalité valide pour tout k < n et regardons |u,41|. Ona:

" /n 1. (n
> <k)ukun—k < 52 <k> k| |[un—k|

k=0

Elln —k)  (n+1)!
—Z<>2k; 2nk - Zk‘n— on = on+1

L’inégalité est ainsi prouvé pour tout n. On en déduit, étant donné z € C:

1
[unt1| = )

u |z
lan2"| < ;’flz\” < o

ce qui est une suite bornée si |z| < 2. Ainsi R > 2.

2. Si|z| < R, f(z) est bien défini est calculé par la série dérivée terme a terme de f. Donc, en utilisant
lexpression du produit de deux sommes de séries entiéres (dans ce cas le carré d’une somme de série
entiére) a lintérieur des disques de convergence on trouve :

(o]
n+1
/z):2Znanz —22 n+ 1)ap412" —22 )'unﬂz

n=0

= Z;) Z < )ukun_kz Z;] ] Z kl(n Ukun k2"
= Z Zakan_kzn = f(2)*.

n=0 k=0
3. Comme f(0) = up = 1, on a 1/f(z) convergente dans un disque non vide D centré en 0 et dans le
méme disque (1/f(2)) = —f'(2)/f*(z) = —1/2. Ainsi, 1/f(2) = —z/2 + ¢, ¢ étant une constante.
Aussi, 1 = f(z) impose ¢ = 1 donc f(z) = 2/(2 — z) pour tout z dans D. Par conséquent, 'expression
en série entiére de f est le développement de 2/(2 — z), par unicité de celui-ci. Le rayon de convergence
de cette série ne peut donc étre supérieur a 2. Conclusion R = 2.



