Université de Bourgogne Partiel du 21 octobre 2019

Analyse — Math3A
Temps disponible : 2 heures

Documents et calculatrices interdits. Toutes les réponses doivent étre justifiées. On pourra admettre la
réponse a une question afin de répondre aux questions suivantes.

Exercice 1. Soit (u,) suite numérique et a € R. On abrége VA pour « valeur d’adhérence ».
1. Donner la définition de « a est VA de (uy,) » puis de « +00 est VA de (un,) ».
2. Soit a VA de (uy,). Montrer que, pour k € IN, il existe n > 10 tel que |u,, —a| < 107*.

3. Montrer que, si (uy, ) est une suite extraite qui converge vers a, alors a est VA de (uy,).

4. Soit a une VA de (uy,). Construire N 25 N strictement croissante avec lim,,—voo U a.

w(n) =
5. Pour n € N, soit w,, = sin(2nn/3), z, = cos(nm/2) et v, = Wy 2y.

a) Trouver les VA de (wy,) et (2,).

b) Dire quelles sont les VA de (v,,) puis donner lim sup,,_,, vy, et iminf,, o vy,.

c) Dire s’il est vrai que limy_, o wy, = asi et seulement si limy_,o0 vy, = a.

Les questions en italique sont des « questions de cours ».

Corrigé 1. On traite de fagon sommaire les questions de cours.
1. Par définition a est VA de (uy,) si pour tout e > 0 'ensemble
E(a,e) ={n e N ||u, —a| < e}
est infini. Par définition +o0 est VA de (uy,) si (uy,) n’est pas majorée.

2. Soit a VA de (uy,) et k € IN. Posons ¢ = 107%. Alors I'ensemble £ = F(a, ¢) est infini,
donc il existe bien un élément n € E tel que n > 10*. Ainsi, |u, — a| < 107%.

3. Soit (uy, ) suite extraite qui converge vers a. Fixons ¢ > 0. Il existe donc K € IN tel que
k > K implique |u,, —a| < &, 1. e. ny, € E(a,¢). Alors E(a, ) contient {ny | k > K}
de sorte que E(a, ¢) est infini. Ainsi, a est VA de (uy,).

4. Comme a est VA de (uy,), on a que pour tout entier k > 1, 'ensemble E(a,1/k) est
infini. Ainsi, une fois fixé ng = 0 on peut poser pour tout k > 1 :

ng =min{m € N | m > ng_1, |un,, —al < 1/k},

En effet, comme E(a,1/k), il existe bien un élément m de E(a, 1/k) strictement supé-
rieur & ny_1; du coup ny, est le plus petit parmi ses éléments. On voit alors que (uy,, )
tend vers a.

5. Soit v, = cos(nm/2)sin(2n7/3).

a) Sion remplace n par n+ 127 on ne change pas la valeur de z, ni de wj,. Ainsi, les
valeurs possibles de v;, sont :

n 0] 1 2 3| 4 5 6 | 7 8 9 10 11

zn =cos(nm/2) | 1| O -1 |0 1 0 |[-1| 0 1 0] -1 0
wp =sin(@nm/3) [0 | L2 | X2 |0 | 2| 2|0 || -|0| L2 |-

U = WnZn 0] 0| ¥ o[ 0 o]0 |—=%]0]-] 0
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Donc les VA de (z,) sont 0, —1 et 1 tandis que celles de (wy,) sont 0, BRVERN: @
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b) On voit que les VA de (v;,) sont 0, —§ et § On en déduit que lim sup,,_, ., v, =

@ et liminf, oo v, = —@. Les VA de (v,,) et (wy,) sont {0, @, —@}

c) Méme si (v,) et (w,) ont mémes VA, les deux affirmations sont fausses. Par

exemple, pour ny = 2 + 12k, on a limy_,oo wy,, = —@ et limy_, oo Uy, = @
Aussi, pour ny = 2 + 6k on a limy_,o Wy, = —? tandis que (vy,, ) n’a pas de
limite car vy, = —§ si k est pair et vy, = § si k est impair.

Exercice 2. Etudier la nature des séries Y, | u,, de terme général (u,) suivantes.

A Un = b) = (~1)"(Va T 1 - vi);

) u”:m; d) u, = nla"/n", sia €]0,1/5[oua > 5;
n sin®(n
e) up = (—1)>"(cos(nv/2) + n); £) up = %

On étudiera, pour les séries a signe variable, la convergence simple et absolue.

Corrigé 2. Rappelons qu’une série est semiconvergente si elle converge mais pas absolument.

a) u, = (In(n+1))~". Dans ce cas ) u,, est positive. On applique le critére de Cauchy,
ce qui donne :

lim {/u, = lim {/In(n)~™ = lim In(n)"! =0,
n—oo n—oo n—oo
donc la série > u,, converge.

1

W, on ecrit :

Pour ceux qui auraient compris que la série était u,, =
In((n+1)") =nln(n+1) ~ nln(n),
ce qui est une série de Bertrand divergente. Par ailleurs, rappelons que dans ce cas la
série de Bertrand diverge car 1/(n1n(n)) ~ In(In(n+1)) —In(In(n)) et cette derniére

série diverge comme on le voit en la considérant comme série téléscopique.
b) On voit que, quel que soit n € N, v, = v/n + 1 — \/n est positif, donc il s’agit d’'une
série alternée. On a lim,, o0 vy, = 0. Aussi, Vp11—vp = vV + 1+v/n — 1-2y/n <0,

ce que I'on voit car :

(Vat1l+vn—1)?=2n+2vn2—1<4n=(2Vn)%

cette inégalité étant due 4 :

(Vn2—1)2=n%—-1<n?

Ainsi (vy,) est décroissante donc la série Y (—1)"v,, converge. Par contre, > u,, ne
converge pas absolument car ) v,, diverge. En effet (2v,,) est équivalente 3 1/1/n qui
est une série de Riemann divergente.

c) Ona Y uy, positive et u,, ~ 1/(3In(n)) donc 3° u,, diverge car Y 1/n diverge et, a
partir d’un certain rang, ona 1/In(n) > 1/n.
d) Onau, = nla®/n" donc :
Unyr  (n+1)la"tinn a(n + 1)n" <n + 1)”
= = =a :

up,  nlat(n+ 1)) (n 4 1)+

Cette expression tend vers a/e pour n qui tend vers +oco, donc ) u,, converge si
a < e (doncsi0 < a < 1/5) et diverge si a > e (donc si a > 10).

n

e) Le terme général (u,) ne tend pas vers 0 car |u,| ~ n. Donc la série diverge.



f) Ona:
(n+1) n —3/2
< ~ e
wl < (vt " T

—-3/2

donc > u,, converge absolument car Y n~%/ est une série de Riemann convergente.

Exercice 3. Soita,b,a € R, o < 1 et pour n € N*, u,, = a(n — 1)* +n* + b(n + 1)°.
1. Rappeler le développement limité de (1 — 2)* 4 Pordre 1 en 0.
2. Soit v < —1. Est-ce que ), -, uy, converge?
3. Soit o € [—1,0[. Montrer que ), -, uy, converge ssia +b+1=0.
4. Soit a € [0, 1[. Montrer que }, -, u,, converge ssia =b = —1/2.
Notons v, = (n 4+ 1)* — n®, supposons « € [0, 1[ et soita = b = —1/2.
5. Exprimer u,, en fonction de v, et v,_1 puis calculer Y07 | uy,.

Corrigé 3. D’abord, écrivons :

1\¢ 1\¢
un:na<a<1> +1+b<1+>).
n n

1. On a, dans un voisinage de 0 :

o Oé(Oé—l)

2. D’aprés le développement limité donné ci-dessus et I'expression de w,,, on a, pour n qui
tend vers 400 :

%+ o(z?).

= n® <1+a+b—a(a—b);+o(1/n)>.

Par comparaison avec la série de Riemann, pour a < —1, cette série converge absolu-
ment quel que soit la valeur de a ou de b.

3. Soitw € [—1,0[. Sia+b+1 # 0, (uy) a signe constant 2 partir d’'un certain rang et on
aup ~ (14 a+ b)n® divergente (car & > —1). Sia+ b+ 1 = 0 alors pour n qui tend
vers +oo on a |u,| = alb — aln®! 4+ o(n®~!) donc 3 u,, est convergente (car o < 0).

4. Soit « € [0, 1[. Comme dans la question précédente ona }_ u,, divergente sia+b+1 #

0.Sia+b+1=0eta—b+#0alors (u,) est de signe constant a partir d’'un certain rang
et u,, ~ a(b—a)n®! donc 3" u, diverge (car a > 0).Sia+b+1=0eta—b=0,1i.

e.sia=b=—1/2alors u, = o(n®"?2) donc Y u,, converge car o < 1.
5. On remarque que, comme a = b = —1/2,0na pour tout n € IN* :
1
Up = §(U"_1 — Up).
Ainsi :

° 1 & 1 — 1 1 1
D uk=3 2 V1= 5 ) k=gt = 5t =5 — (k)T +n
k=1 k=1 k=1

On en obtient :

- 1

I I a_ oy
glunQ T}Lngo((n+1) n®) 5
n=

Exercice 4. Notons f(z) = (z + 1)/(z* 4 1). Soit up € R et uy4+1 = f(up) pour n € N.

1. Montrer que (uy,) est bornée.



2. Vérifier que f(f(z)) —2 = (22 —2+2)(z* + 2+ 1)(1 — x)/g(z) ot g est un polynoéme
sans racine réelle. Ecudier le signe de f(f(x)), f(f(z)) — 1 et f(f(z)) — .

3. Déduire que les suites (u2y,)n>1 €t (u2n11)n>1 sont monotones puis qu’elles convergent.

4. Conclure que (uy,) converge et calculer sa limite. Est-ce que (uy,) est monotone a partir
d’un certain rang?

Corrigé 4. Rappelons qu’une suite dont les termes pairs et impairs convergent vers la méme
limite réelle a converge aussi vers a.

)

L’application f est continue de R dans R et limg_, 400 f(2) = lim,—,—o f(z) = 0.
On en déduit que f est bornée.

Rappelons une preuve de ce dernier fait. Fixons un réel & > 0. Alors il existe
Ni,Ni € Rtels que z > Ny = |f(z)| < e etz < Ny = |f(z)| < e. En particulier,
pour N = max{Ny, No} ona |z| > N = |f(z)| < ; puis comme | f| est continue
sur [—N, N] on peut poser M = max{|f(z)| | # € [-N, N|}. Finalement pour tout
z € Rona|f(z) <max{M,ec}. Ainsi f est bornée et par conséquent (uy,) aussi.

On calcule :

ff(@) —z=—z+ (;2111 +1) / ((;2111)2+1) _

__x+<a:2+a:+2>/((x2+1)2+(x+1)2) _

2 +1 (24 1)2

sion pose g(z) = (22 + 1)? + (z + 1) =2 + 322 + 22+ 2

?+r+2 (a2+1)7?

2+1  g(x)
_ (@ +r+2)(@?+1) —ag(r)
g(x) -
(@ -z +2) (et z+1)(1 - 2)
N 9() '

Le polynéme g n’a pas de racine réelle car il est somme non nulle de deux carrés. On
voit que les facteurs de degré 2 du numérateur de f(z) — z n’ont pas de racine réelle.
En particulier, le seul point fixe de f est 1. Aussi le signe de f(f(z)) — « est le méme
que celui de (1 — z). Conclusion, f(f(z)) > zssiz < let f(f(z)) <zssiz > 1.

On calcule f(f(z)) et f(f(z)) — 1, ce qui donne :
= -z Cz(x?-1)
2t 4322420 +2 g(x)
(@ +2+2)22+1) (22+2+2)(2%+1)

f(f(2)) = 432241922 +2 g(x)

Ainsi f(f(x)) > 0 pour tout € R car > +2x4+2>0 pour tout x € R. Aussi,
f(f(x)>zssi—1<x<Ooux>1.

f(f (@) -

c) Par la question précédente on a, pour k € IN donné :

— Siug € {—1,0,1}, alors ug49, = 1 pour tout n > 1.
— Siug < —1ou0 < ug < 1, alors (ugi2,)n>1 est strictement croissante dans |0, 1[.

— Si—1 < ug < louwug > 1, (ugion)n>1 eststriccement décroissante dans |1, +o0].



wl

Donc quel que soit la valeur de g, la suite (u2,,),>1 est monotone (croissante si ug <
—1lou0 < uy < 1, décroissante autrement). De méme, quel que soit la valeur de
u1, la suite (ugp41)n>1 est monotone. Aussi, (u2y,)n>1 €st monotone et bornée, elle
converge donc. De méme pour (ugn41)n>1-

Draprés la question précédente, (ugy,)n>1 est convergente, soit a sa limite. Comme
[ et continue, f o f lest aussi, de sorte que a doit étre un point fixe de f, ainsi
nécessairement a = 1. De méme (u2y,+41)n>1 converge vers a. Ceci implique que
(un) converge vers 1.

Concernant la monotonie, évidemment (u,,) est monotone si ug € {—1,0,1},
donc (uy,) peut étre monotone. Cependant elle ne I'est pas toujours, car par exemple
siug > 1 onavu que (ugy)n>1 est strictement décroissante. Mais uy > 1 implique
0 < up < 1donc (ugnt1)n>1 est strictement croissante, de sorte que (uy,) n’est pas
monotone a partir d’un certain rang.



