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Exercice 1 (Question de cours). On souhaite montrer que la série de Riemann ), ., =~

convergente si et seulement si a > 1.

(a) Rappeler le critére de convergence des séries faisant appel aux suites de Cauchy. En dé-
duire que la série de Riemann diverge si a = 1.

(b) Rappeler le critére de convergence d’une série par majoration. En déduire que la série
de Riemann diverge si a < 1.

(c) Identifier une fonction dérivable f telle que f’(x) est proportionnel 2 2~ puis utiliser le
théoréme des accroissements finis pour estimer v, = f(n) — f(n — 1).

(d) Montrer que " v, converge si o > 1.
(e) Conclure que la série de Riemann converge si o > 1.
Corrigé 1. Réponses rapides. Soit u, = n~%.

(a) Soit @ = 1. On vérifie la condition de Cauchy sur |uy, + - - + up4,| avec p = n donc :

Ainsi 1/n n’est pas de Cauchy, donc pas convergente.
(b) Critere:0 < v, < uy ety v, diverge, alors Y u,, diverge. Ici o < 1 implique u,, > 1/n.
Puis )~ 1/n diverge par la question précédente, donc Y u,, diverge.
(c) f(z)=a'"2et f'(z) = (1 — a)z~*. Accroissements finis : Iz, € [n — 1, n] tel que
Fn) — fn—1)

) = (1= @) = HE D = v

dott 2% = v, /(1 — ).

(d) Lasérie Y vy, est télescopique et lim,,_,oo f(n) = 0 lorsque a > 1. >~ v, converge donc.

(e) On a u, ~ x,% Eneffet u, = n= et z, € [n — 1,n], donc z,,/n tend vers 1 et
de méme pour u,/z,“. Ensuite, z;;* est proportionnel a v, et > v, converge, donc
> x,“ converge. )  u, converge aussi.

Exercice 2. Définissons deux suites (z,) et (y,) par 2o = 1, yo = 2 et pour n > 0:

Tn+1 = f) Ynt+1 = ?

Définissons aussi pour tout entier n, Wy, = Yp — Tp.

(1) Calculer wo, wy et wo. Montrer que (wy,) est une suite géométrique dont on déter-
minera la raison. Calculer ensuite lim,,_,~ w,.

(2) Exprimer 2,41 — 2, en fonction de wy,. Est-ce que (z,,) est croissante, décroissante ?
Mémes questions pour (yp,).

(3) Montrer que (z,) et (y,,) convergent vers une méme limite réelle, notée a.

(4) Calculer zg + yo puis Zy4+1 + yn+1 en fonction de z,, + yy,. En déduire la valeur de a.
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Corrigé 2. Remarquons d’abord que (w,) est une suite récurrente :

3xn + 2yy — 2, — 3yn 1

Wn+1 = Yn+1 — Tp+l1 = 5 = *g(yn - xn) = *511)”.

(1) Ontrouve wy = 1, w; = —1/5, wy = 1/25. Onawy, = (—1/5)", raison —1/5. Donc
lim,, o0 wy, = 0.

(2) On trouve :

3 3 /—1\"
l’n+1—$n:gwn:5 ? .

De méme y,+1 — yp = —%wn. Ainsi ni (z,,) ni (y,) ne sont monotones.

(3) Nous avons plusieurs méthodes pour montrer que (z,,) et (y,) convergent.
Méthode 1. Nous montrons que (z,,) est de Cauchy.

n+p—1
5 Tp41 — Tk
k=n

n+p—1

Z |Zh41 — 2|
k=n
1 k
(5)

3 n+p—1
)
1 k+n
(5)
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Or ce terme tend vers 0 indépendemment de p lorsque n tend vers I'infini. Donc la
suite est de Cauchy. Elle est donc convergente vers une limite a € R. De méme pour
(yn), on montre qu’elle tend vers a’. Mais y,, — z, tend vers 0, donc a = d'.

Méthode 2. Montrons que la partie impaire (22,,41) de () est décroissante. On a :

Topt+1 — Toap—1 = Top+1 — T2p + T2p — To2p—1 = 5

7§ 12n—1 1_1 7_% 12n—1<0
5 \5 5 25 \5 '

De méme on montre que (y2,+1) est croissante. On finit par montrer que (yY2,11) et
(z2n+1) sont adjacentes, sachant que 22,41 — Y2n+1 = —wap41 est positif et tend vers
0. On en déduit que (z2n+1) et (y2n+1) tendent vers une méme limite a € R.

(w2n + w2n—1)

Par le méme raisonnement, on voit que (22, ) est croissante, (y2,,) est décroissante,
(Yon — w2n) = way, est positif et tend vers 0, ce qui montre que (z2,) et (y2,,) sont
adjacentes et tendent donc vers une méme limite ¢’ € R.



Finalement, on écrit :

. 2w + 3Yy2n
Topyl = ———————.
5
Donc par passage a la limite :
2a’ + 3d’
o= —,
5

ce qui donne a = a’. Comme les suites extraites paires et impaires de (z,,) et (yn)
tendent vers a, c’est que () et (y,,) tendent vers a (fait en cours).

Méthode 3. Par calcul direct télescopé (cette méthode donne aussi la réponse aux
questions suivantes). On a :

n—1 3n—1
$n=$o+];0$k+1—$k=1+5kz_owk

()

En faisant tendre n 2 I'infini, on obtient :
3

lim z, = —.
n—00 2

Pour (yy,) on fait un calcul similaire, qui donne le méme résultat.

(4) On voit que Ty 41 + Ynt1 = T, + Yn, autrement dit (z,, + yy,) est constante, elle vaut
donc zg + yo = 3. On en déduit que 2a = 3 donc que a = 3/2.

Exercice 3. Etudier la nature des séries numériques suivantes (o € R*) :

n?—1 2n n sinn
S (oprasi) 2 iy 2

n>0 n>1 n>1

(—=)"Ilnn 3"n! 1
> > o > In(1-5).
n>1 n>1 n>2

Quelles séries sont absolument convergentes ? Calculer la somme de la derniére série.

Corrigé 3. J'appelle u,, le terme général.

(1) On applique la régle de Cauchy a série de terme général

n2_1 2n
Un =\t 5 1 )
m=+n+1

qui est bien a termes positifs. On a

2
" Sn24+n+1) "’

ce qui tend vers (1/5)? = 1/25 < 1lorsque n tend vers I'infini. Y u,, converge. 3" u,,
converge aussi absolument (signe constant).

2) Le terme général
g
n

~Inn
de notre série ne tend vers pas vers 0. La série diverge. Par ailleurs la somme devait

commencer 2 2 et non a 1 (faute de frappe).

Un



(3) La série de terme général
sinn

Uy = —
n

converge absolument. En effet, |u,| < 1/n? et Y~ 1/n* converge. 3" u,, converge.
(4) Montrons que la série de terme général
(=D)™Ilnn

n

n =

est semiconvergente. En effet, c’est une série alternée donc il sufhit de voir que (uy,) est
décroissante vers 0 (2 partir d’'un certain rang). Bien évidemment, lim,,_,oo u,, = 0. De
plus, f(x) = In(x)/x est indéfiniment dérivable sur |0, +-oo[ et f'(z) = (1—In(x))/x?
donc f’(n) < 0 pour n > e. Donc (uy,)n>3 est décroissante et »(—1)"u,, converge.
Par contre, Y |u,| diverge, puisque |u,| > 1/n dés que n > 3 et Y 1/n diverge.

(5) La regle qui s’applique 2 la série (positive) de terme général

3™n!
Uy =

nn’
est clai d’Alembert. On écrit :
C’est clairement embert. On écrit :

Upyr  3(n+1)n" N "
up,  (n+1D)Hl T T \n41)

ce qui tend vers 3/e > 1. La série diverge.

(6) On utilise la somme télescopée pour la série de terme général

En effet, on écrit :

— <”2 - 1) —n ((”_1)(”“)) —In(n+1)+In(n—1) —2lnn,

n
Zuk =In(n+1)—Inn+Inl—1In2,
k=2

et comme In(n + 1) — Inn tend vers 0, la somme de cette série est — In(2).

Cette série est de signe constant car (n? — 1) < n? donc In((n? — 1)/n?) < 0. La
convergence absolue est donc une conséquence de la convergence simple dans ce cas.

Exercice 4. Soit f(z) = (1 + x2)/2 et ug € R. Posons, pour tout entier n > 0 :
Un+1 = [f(un).
(1) Montrer que (uy,) est croissante.
(2) Etudier les points fixes de f, c’est-a-dire les a € R tels que f(a) = a.

(3) Soit |up| > 1. Montrer par récurrence que u,, > 1 pour tout n > 1. Déduire de la
question précédente que (u,) diverge.

. <1. . <u, < > 1. 1
(4) Soit |ug| < 1. Montrer par récurrence que 0 < u,, < 1 pour tout n > 1. En déduire
que (u,) converge. Vers quelle limite ?

Corrigé 4. On voit bien que (u,,) diverge si |ug| > 1 converge si |ug| < 1 par la dynamique
sur la parabole.



(1)

e
(3)
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On écrit :
Upil — Up = —U2 —u +1=1(u —1)?
n+1 m 9 n n 9 9 n 3

donc w41 — up > 0.

Par le méme calcul que dans la question précédente, on trouve f(a) = a si et seule-
ment si a = 1.

Soit |ug| > 1. Remarquons que w11 > u, pourvu que u,, > 1 d’aprésle calcul dansla
question (1). Ainsi, u, > 1 implique u,11 > 1. De plus, uy = (1+ud)/2 > 1/2+1/2
donc u; > 1. On a donc par récurrence u,, > 1 pour tout n > 1.

Il s’en suit que (uy,) diverge. En effet, (u,) étant croissante, si elle converge c’est
vers b = sup u,. Mais la suite (u,) étant récurrente et définie par une fonction f
continue, elle ne peut converger que vers un point fixe de f,i. e. vers 1. Or b > 1 car
u, > 1, on a donc une contradiction.

Soit |up| < 1. Bien stir uy41 = (1+u2)/2 > 0 quelque soit n > 1. De plus, pour tout
n, en supposant u, < 1,0ona u,41 = (u2+1)/2 < (1+1)/2 = 1. De méme comme
u? < 1onawu; < 1. Par récurrence nous avons donc 0 < u,, < 1, quelque soit n.
La suite (uy,) est alors majorée et croissante donc convergente vers b = sup(uy, ). Puis
(uy,) étant récurrente, sa limite est un point fixe de fi.e.b=1.



