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Ce notes couvrent le cours dispensé lors des séances de Math3A pour l'année
scolaire 2020/2021.

Il est fortement conseillé d’utiliser des manuels pour compléter et préciser ces
notes.

Un treés joli livre d’analyse qui couvre largement tout le matériel proposé dans ces
notes et bien au-dela est [LFA77].

Des textes trés bien adaptés au niveau de Math3A sont :
— Les chapitres 5, 8, 10, 11, 12, 15, 16 de [Esc20];

— Les chapitres 1 a 5 de [GD09]];

— Louvrage [CEO05].

— Les chapitres chapitres 3 et 4 de [GouZ20].
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CHAPITRE 1

SUITES NUMERIQUES

1.I. La droite réelle

Nous rappelons quelques propriétés de la droite réelle R. On construira celle-ci
avec les coupures rationnelles. On commencera par supposer que le lecteur a une
certaine familiarité avec les nombres réels afin d’en montrer deux caractéristiques
principales : le caractére archimédien et la propriété de la borne supérieure. En-
suite nous allons donner une définition de R pour nous convaincre que ces deux
propriétés sont bien vérifiées.

L’idée principale de ce chapitre est de justifier que la plupart des propriétés fon-
damentales de IR découlent soit du le caractere archimédien de IR — on verra que la
densité de Q dans R vient de cela — et la propriété de la borne supérieure — d’ott on
déduira le principe de Cantor, puis la convergence des suites adjacentes ou crois-
santes et majorées et enfin de Cauchy, donc le caractére complet de IR.

1.I.A. Caractére archimédien de la droite réelle. —

1.1.A.1. Axiome d’Archimeéde. — Le résultat suivant est appelé traditionnellement
axiome d’Archimede.

Théoréme 1.1.1. — Soit x € R. Il existe alors n € N tel que n > x.

Une preuve sera donnée dans le chapitre sur la construction de R.

Corollaire 1.1.2. — Soit x € R et 0 < € € R. Il existe alors un entier n tel que ne > x.
Démonstration. — 1l suffit d’appliquer I'axiome d’Archimede az. O
Proposition 1.1.3. — Soit x € Ret 0 < € € R. Il existe alors un unique entier n tel que :

ne<x<(n+1)e.

Démonstration. — Appliquons le corollaire précédent a |x|. Il existe alors un entier
m tel que |x| < me, donc —me < x < me. On considere alors :

P={peZ|pe<xj.
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Bien str, —m € P donc P # 0. De plus, x < me donc p € P vaut au plus m. Soit alors n
le plus grand élément de P. On a ne < x, et (n+ 1)e > x car n+ 1 n'appartient pas a
Pp. O

1.1.A.2. Densité des rationnels dans les réels. — Le théoréeme suivant affirme que Q
est dense dans IR, autrement dit que tout intervalle ouvert de IR recoupe des points

de Q.
Théoreme 1.1.4. — Soit x <y € R. Alors il existe r € Q tel que x <r <y.

Démonstration. — Prenons ¢ =y —x > 0 et 1 € IR. Il existe alors un entier g tel que
qe > 1 d’apres le corollaire Ainsi g > 0. On remplace ensuite ¢ pour la nouvelle
valeur ¢ = 1/g, et on utilise la proposition pour trouver un unique entier p tel
que:

+1
b <x< p—.
9 q
On a alors :
qy>1+gx>1+p.
Doncr = % <. Ainsi x <r <y. Bien entendu, r € Q. O
1.I.B. Bornes. — Ici nous allons introduire la notion tres importante de borne

supérieure et inférieure d’une partie de IR. La plupart des résultats sur I'existence
de certaines limites s’appuient sur la propriété de la borne supérieure que nous al-
lons évoquer dans cette partie.

1.I.B.1. Majorant et minorant. —

Définition 1.1.5. — Soit X une partie de IR. Un majorant de X est un nombre b € R
tel que x < b pour tout x € X. Un minorant de X est a € R tel que x > a pour tout
xeX.

Clairement, si b est un majorant de X, alors b’ > b est aussi un majorant de X. De
méme si a est un minorant de X, alors a’ < a est aussi un minorant de X.

On dit que X est majorée si X admet un majorant et que X est minorée si X admet
un minorant. Une partie majorée et minorée et appelée bornée. Ces adjectifs s’ap-
pliquent a une suite numérique (u,) en posant X = {u,, | n € IN}.

1.1.B.2. Borne supérieure et inférieure. — La borne supérieure d’une partie majorée
et non vide X de IR est le plus petit parmi tous les majorants de X. Si X n’est pas
majorée ou si X est vide, la borne supérieure de X n’est pas définie.

Définition 1.1.6. — Soit X une partie non vide majorée de IR. Une borne supérieure
de X est un majorant b de X tel que, pour toute autre majorant ¢ de X, on ait b <c.

Remarque 1.1.7. — Si b et b’ sont deux bornes supérieures de X, alors b’ étant un
majorant de X, on a b < b’ par définition de b comme minimum des majorants. Pour
la méme raison on a b’ < b donc b = b’. Ceci nous autorise a noter b = sup X.

Proposition 1.1.8. — Soit 0 # X C Ret b € R. Alors b =supX si et seulement si :



1.I. LA DROITE REELLE 11

i) pourtoutxeX,onax<b;
ii) pour tout € >0, il existe x € X tel que b—x < ¢.

Démonstration. — Soit b = sup X. Puisque b est un majorant de X, on a x < b pour
tout x € X. Ensuite, fixons € > 0. Si pour tout x € X on avait x < b—¢, alors b— ¢ serait
un majorant de X strictement plus petit de b, ce qui contredit la minimalité de b.
Donc il existe x € X tel que x > b —¢, ce qui montre (ii).

Réciproquement, si (i) est valide, b est un majorant de X. Si ¢ < b est un autre
majorant de X, alors e = b—c > 0, et d’apres (i) il existe xe X tel que b—x <e=b—c.
Donc x > ¢, et ¢ ne peut étre un majorant de X. Donc forcément b = sup X. O

Remarque 1.1.9. — La borne supérieure d’une partie X de IR n’a aucune raison d’ap-
partenir a X. Par exemple, si X = {-1/n|n € IN*}, on a supX =0, mais 0 ¢ X.

Le théoréme suivant est appelé propriété de la borne supérieure.
Théoréme 1.1.10. — Toute partie X non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Une preuve sera donnée lors de la construction de IR.

1.I.C. Définition de R. —
1.1.C.1. Coupures de Dedekind dans les rationnels. —

Définition 1.1.11. — Une coupure de Dedekind de Q, ou une coupure rationnelle, est
une partie A C Q satisfaisant a :

i) Az20,Az2Q;
ii) pour tout a € A et tout rationnel x <ag,onaxcA;

iii) pour tout a € A, il existe x € A, avec x > a.
Etant donné r € Q, on pose A(r) = {x € Q | x < r}. Ceci est évidemment une coupure.
Exemple 1.1.12. — Soit :
A={reQs|r*<2,}UQq.

Ceci est une coupure, en effet en premier lieu @ # A # Q. Deuxiémement, si r € A et
x <r,on a facilement x € A : si x < 0 c’est clair, sinon r > 0 aussi, et x < r implique
x2 < 12 < 2. Finalement, si r2 < 2, on peut trouver un rationnel x > r tel que x2 < 2.
Par exemple :
_2r+2
T or+2
Définition 1.1.13. — La droite réelle R est 'ensemble des coupures de Dedekind de
Q. Les éléments de la droite réelle (c’est-a-dire, les coupures de Q) seront appelés
désormais nombres réels et notés usuellement avec une petite lettre.
En associant A(r) a r € Q, on obtient une injection de Q dans IR. Par abus de nota-
tion on écrit r € R plutdt que A(r) € R.
On définit une relation d’ordre entre les nombres réels de la maniére suivante : si
A et B sont deux coupures de Dedekind de @, on pose A < B si et seulement si A C B,
puis A<BsiA<BetA=#B.
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1.1.C.2. Ordre. —

Proposition 1.1.14. — Soit A # B deux coupures de Dedekind de Q. On a alors 'une des
deux alternatives : AC B ou B C A.
Démonstration. — Nous avons deux possibilités :

1. Pour tout b € B, il existe a € A tel que a > b. Dans ce cas, b € A donc B C A.

2. Si le cas précédent ne se présente pas, alors il existe b € B tel que, pour tout
ac€A,onab<a.llexiste alors b’ € Bavec b’ < b donc b’ < a, quel que soit a € A.
Alorsae Bet A CB.

O
1.1.C.3. Opérations avec les réels. —

Définition 1.1.15. — On définit 'opération de somme entre nombres réels de la
maniére suivante : si A et B sont deux coupures de Dedekind de Q, on pose :
A+B={a+blacAbeB}.

Ensuite on pose :
-A={beQ|b<-aVacA}.
On vérifie immédiatement que A + B et —A sont des coupures de Dedekind de Q. On
pose aussi |A|=AsiA>0et|Al=-AsiA<O.
Pour le produit, on commence avec A > 0 et B > 0. Dans ce cas on pose :

AB={xeQ|x<0}U{ab|A3a>0,B>b>0}
En général, on pose :

AB = |A||B|,  si A et Bont méme signe,

~ | —|AllB], siA et Bont signe opposé.

On vérifie que AB est une coupure de Dedekind de Q.
Théoreme 1.1.16. — La droite réelle, avec les opérations définies ci-dessus, est un corps

commutatif totalement ordonné, qui contient Q comme sous corps, ayant 0 comme élément
neutre et 1 comme unité, les relations d’ordre de R et de Q étant compatibles.

Nous omettons la preuve, qui est élémentaire mais un peu longue. Rappelons
juste ce qu’il faut vérifier, pour tout a,b,c e R:

1. 0+a=a+0=a

2. (a+b)+c=a+(b+c)
3.a+b=b+a

4. a+(-a)=0

5. la=al=a

6. (ab)c = a(bc)

7. ab="ba

8. a(b+c)=ab+ac
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9. sia=0, alors il existe 1/a € Rtel que a-(1/a)=1.
10. a<bimpliquea+c<b+c

11. a<betc>0implique ac < be.

1.1.C.4. Preuve de I'axiome d’Archiméde. —

Démonstration. — Nous revenons a la définition de IR comme ensemble des cou-
pures de Dedekind de Q. Soit x € IR. Si x € Q, comme Q est clairement archimédien,
il existe n € IN tel que n > x. Sinon, soit x € R\ Q. Le réel x est une coupure A de Q,
en particulier A = Q, et il existe r € Q \ A, donc r > a pour tout a € A. De nouveau
comme Q est archimédien, il existe un entier n > r, donc n > a pour tout a € A. Alors
A # A(n), car sinon x € Q. Ainsi A C A(n). Donc x < n. O

1.1.C.5. Preuve de l'existence des bornes. —

Démonstration. — Nous revenons, pour la derniere fois, a la définition de R comme
ensemble des coupures de Dedekind de Q. Un élément de R est une coupure de
Dedekind de @ donc une partie A de Q. On pose :

B= UAEXA-

Montrons que B est une coupure de Dedekind de Q. Bien stir, on a B # 0. De plus,
comme X est bornée, il existe b € IN tel que b > x, pour tout x € X. Donc tout A € X
est contenu dans A(b). Ainsi B C A(b) # Q. On a montré .

Pour montrer , on prend a € B et un rationnel r < a. D’apres la définition de B,
il existe A € X tel que a € A. Comme A est une coupure de Dedekind rationnelle, on
ar€ACBdoncre B. Ainsi, tout rationnel inférieur a a € B appartient aussi a B.

Pour vérifier (iii), on prend a € B et on cherche x € B avec x > a. Mais a € A pour
un certain A € X, donc il existe x € A C B avec x > a.

Il est clair que B est un majorant de X. En effet, pour tout A € X, ona A C B comme
nous l'avons déja observé. Pour montrer que B est le plus petit parmi les majorants
de X, on prend une coupure C de Dedekind de @ qui contient tous les A € X. Alors

C contient leur réunion, c’est-a-dire Bc C. O
Exemple 1.1.17. — Soit X l’ensemble des réels x, dont le développement décimal
X = Xg,X1Xp -+ satisfait a :

1. Xg = 0;

2. x, =5, pour un nombre infini de valeurs de n;
3. X1 t+Xp+X3= 20.

On peut voir que sup X = 0,993. Cette borne n‘appartient pas a X.

1.II. Convergence des suites numériques

1.II.A. Rappels sur les limites. —
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1.1ILA.1. Limite d’une suite. — La convergence des suites est la notion principale de
ce chapitre.

Définition 1.11.1. Soit (u#,) une suite numérique. On dit que (u,) converge vers
a € R si, pour tout réel € > 0 fixé, il existe un entier n,, tel que :

lu,, —al <e, pour tout n > n,.
On écrit dans ce cas :
lim u, = a.
n—oo
On dit que (u,,) tend vers +co si, pour tout M € R il existe un entier m tel que :
u, >M, pour tout n > m.
On dit que (u,,) tend vers —oo si, pour tout M € R il existe un entier m tel que :

u, <M, pour tout n > m.

On écrit alors lim,,_,, 4, = +co0 ou lim,,_,, u,, = —co. Parfois on supprime la partie
“n — co” des symboles de limite.

1.1I.A.2. Suites convergentes et bornes. — Nous reviendrons dans quelques pages sur
I'idée de partie bornée de R. Ici nous remarquons juste qu'une suite convergente est
bornée.

Proposition 1.11.2. — Soit (u,) convergente vers a € R. Alors il existe b € R tel que, quel
que soit n € IN, on ait |u,| < b.

Démonstration. — Soit (u,) notre suite et a sa limite. Pour tout ¢ il existe n, tel que,
pour tout n > n, on ait |u, —a| < e. Il s’en suit que |u,| < € +|a| pour tout n > n,. Ainsi,
pour toutn€Nona:

|un| < max{|u0|,...,|un£,1|,|a| + E} =b.

1.11.A.3. Opérations avec les limites. —

Proposition 1.11.3. — Soient (u,) et (v,,) deux suites numériques, et supposons :
lim u, =a€eR, limv,=beR.
n—o00 n—o0

Soient A,y € R. Alors :
r}im (Auy, + pv,) = Aa+ ub,

lim (u,v,) = ab.

n—o00
De plus, si a =0, alors il existe N € IN tel que u,, # 0 pour tout n>N, et ona:

. 1 1
lim — = —.
n—oo U, a
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Démonstration. — Montrons d’abord la linéarité de la limite. Soit ¢ > 0. On peut
supposer A =0 # y, car autrement il n’y a rien a démontrer. Il existe alors des entiers
N et M tels que :

€

”ZN:|”n_a|<m,

neM = v, —b| < —.

2|yl

Donc si n> L = max(N,M), on aura :
€ €

Auy, + —(Aa+ ub)| < |A|u,, —a] + b <M== +|yl=—— =
ey = (A )| < Ay =al + s = bl < Al 5 =

Ceci montre le premier énoncé, c’est-a-dire la linéarité de la limite.

Pour le produit, on se souviendra de la proposition (1.I1.2), qui affirme l'existence
de 0 < c € R tel que |v,| < ¢ quel que soit n € IN. On remarque :
|y, —ab| < |u,v, —avy,|+ |av, —ab| < |v,|lu, —a| +|a|lv, - b| <
< C|”n - a| + |a”vn - bl
Il existe alors des entiers N et M tels que :
€
n>N=|u,—a| < —,
2c
€
n>M=lv,-bl<—,
2|al
ou alors si 2 = 0 nous pouvons prendre M = 0. Donc pour n > L = max(N,M) on
aura :

|u,v,, —ab| < clu, — a| + |aljv, — b| < e.

Finalement pour la division, comme a # 0, nous pouvons choisir 6 > 0 tel que
a:=la|—6>0et M el tel que pour tout n > M, on ait |u,, —a| < 6 et donc par
I'inégalité triangulaire

lal = u,| <6,
a savoir
lu,|>a>0.
De plus, pourn>M on a:
1 1 a—u,| la—u,l
u_n_a - U,a |ala

Etant donné ¢ > 0, il suffit alors de choisir P > M tel que n > P entraine :
|u,, —a| < |alae.

Pour n > P, on aura alors |1/u,, — 1/a| < €. O
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1.IL.B. Suites équivalentes. —
Définition 1.11.4. — Deux suites numériques (u,,) et (v,) sont équivalentes s’il existe
une suite (w,,) telle que :

i) u, = w,v, a partir d’un certain rang;

ii) lim,,_ o (w,) =1.

Proposition 1.IL.5. — Soit (u,,) une suite convergente vers a € R, et soit (v,) équivalente
a (u,). Alors (v,,) tend aussi vers a.

Démonstration. — La preuve est immédiate par application de la limite du produit.
O
1.II.C. Principe des intervalles emboités. — Un intervalle I de R est un ensemble

de la forme I =]a,b[, ou I = [a,b[, ou I =]a,b], ou I = [a,b], avec a < b € R, avec la
condition que, si a = —oo, uniquement les écritures ]a,b] et |a,b] sont autorisées (et
de méme pour b = +c0).
On parle d’intervalle ouvert pour I =]a,b[, d’intervalle fermé pour I = [4,b]. On
parle aussi d’intervalle ouvert ou fermé a droite ou a gauche.
Sia,belR,onécrit{(I)=b—a.Sia=—-co(oub=+o0)eta<b,on écrit {(I)= co.

1.11.C.1. Axiome de Cantor. —
Définition 1.11.6. — Une suite décroissante d’intervalles emboités (I,,) est la donnée

de, pour tout n € IN, un intervalle fermé borné I,,, avec 1,1 C I, pour tout n € IN, et
satisfaisant a :

lim ¢(I,,) = 0.
n—oo0
Théoréme 1.11.7. — Soit (I,,) une suite décroissante d’intervalles emboités. Alors il

existe un ¢ € IR, et un seul, qui appartient a tous les I,,, i.e. :

{c} = ﬁln.
n=0

Démonstration. — Soit I,, = [a,,b,]. Quel que soit n € IN fixé, nous avons a,, < b,
pour tout m € IN. En effet,sim <nonaa, <a, <b, carI, C,, tandis quesim>n
onaa,<b, <b,carl, ClI,.

La suite (a,,) est donc majorée, ainsi elle admet une borne supérieure ¢ d’apres
le théoréme Bien sir ¢ > a,, pour tout m, et de plus ¢ < b,, pour tout n car
a,, < b,. Ceci montre que ¢ € I,, quel que soit 1, donc ¢ € (5~ L.

Montrons que (), I, ne contient que c. S’il n’en était pas ainsi, on aurait un autre
élément d = ¢ dans (;,_, I, disons d > c¢. On aurait alors, pour tout n € IN :

a,<c<d<b,,

donc I = [¢,d] serait entiérement contenu dans (), I,. Ainsi, pour tout n € IN, on
aurait [¢,d] C I,, donc €(I,,) > d — c. Finalement ceci entratnerait lim,,_,, £(I,,) > d —c >
0, ce qui contredit ’hypothese lim,,_,,¢(I,,) = 0. O
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1.11.C.2. Suites adjacentes. —

Définition 1.11.8. — Deux suites numériques (u,,) et (v,) sont adjacentes si :
i) (u,) est croissante et (v,,) est décroissante;
ii) u, <v, a partir d’un certain rang;

iii) lim,,_,o (4, —v,) = 0.
Proposition 1.11.9. — Soit (u,) et (v,) deux suites adjacentes. Alors :

lim u, = lim v, € R.
n—-oo n—oo

Démonstration. — Evidemment on peut supposer que u, < v, soit valable pour tout

n (quitte a tronquer les deux suites). La preuve est alors la méme que pour 'axiome

de Cantor, en effet en posant I,, = [u,,v,] on obtient une suite décroissante d’inter-

valles emboités. Le point limite des deux suites est l'intersection de tous les inter-

valles I,,. O
1.IL.D. Suites monotones. — Le résultat suivant est aussi trés important.
Théoreme 1.11.10. — Une suite numeérique croissante est convergente si et seulement si

elle est majorée. Dans ce cas elle converge a sa borne supérieure. Sinon elle tend vers +oo.

Démonstration. — Soit (u,,) une suite numérique croissante. Si (u,) n’est pas bornée,
alors pour tout b € R il existe n;, € IN tel que u,,, > b. Donc u,, > b pour n > n;, puisque
(u,) est croissante. Ceci montre que lim,,_,, u,, = +co.

Par contre, si (u,,) est bornée, soit b la borne supérieure de (u,,). Donc u,, < b pour
tout n € N, et |u,, — b| = b — u,,. Montrons que (u,,) tend vers b. Soit ¢ > 0. D’apres
la Proposition il existe n, tel que b—u,_ < e. Puisque (u,) est croissante, on a
b-u, <b-u,, <e¢ pour tout n>n;. Ceci montre que (u,,) tend vers b.

Réciproquement, nous avons déja vu que toute suite convergente est bornée. [

Exemple 1.I1.11. — Soit ugy € [-1,1] et u,, définit par récurrence par :
2
_up+1
Upsl = >

On voit par récurrence que (u,) est croissante et majorée par 1. On a donc a =
lim,_, ., u, et a < 1. De plus, d’aprés la relation de récurrence, on a :

a_a2+1
=

donca=1.

1.IT1. Suites de Cauchy, espaces complets

La notion d’espace complet, que nous allons considérer principalement pour la
droite réelle, repose sur I'idée de suite de Cauchy.
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1.III.A. Suite de Cauchy. — Une suite de Cauchy est une suite dont les termes
se rapprochent les uns des autres, différemment d’une suite convergente, dont les
termes se rapprochent d’une valeur précise.

Définition 1.1I1.1. — Une suite (u,,) est de Cauchy si, pour tout ¢ > 0, il existe un
entier N = N, tel que, pour tout p,q > N, on ait :
)up - uq| <e.

Exemple 1.111.2. — La suite (%l)nzl est de Cauchy. En effet, si on fixe € > 0, il existe

N e IN* tel que 1/N < ¢/2. Alors, pourn>m>Nona:

n+l m+1
n m

n—m n m 1 1
= <—+—=—+—-<e¢

nm nm nm m n

Exemple 1.1I11.3. — La suite (Inn),>; n’est pas de Cauchy. En effet, si p > n > 0, on
a:
p
Inp-Inn|=In=.
Inp—-Inn|l=In "

Doncsip=2nonal|lnp-Inn|=1In2, ce qui nest pas < ¢ lorsque ¢ <In2.

Proposition 1.111.4 (Cauchy par intervalles). — Une suite numérique (u,) est de
Cauchy si et seulement si, pour tout € > 0, il existe n, € IN et un intervalle fermé I avec
U(I) < ¢, tels que pour tout n > n, on ait u, € I.

Démonstration. — Soit (u,,) de Cauchy et fixons € > 0. Nous avons alors n, tel que,
quel que soit p,n > n,, on a |u, —u,| < &/2. Donc, en fixant p > n., pour n>n. ona:

uy €luy, —&/2,up +€/2[C 1 =[u,—e/2,u, +&/2].

On a ¢(I) = ¢, ce qui démontre une implication.

Réciproquement, si la propriété “Cauchy par intervalles” est vérifiée, nous pre-
nons N = N,/ et I'intervalle I de longueur < ¢/2 contenant tout u, lorsque 1 > N,/,.
Sip >N, alors u,,u, € I donc |u, —u,| < (1) <e/2<e. O

1.III.B. Caractére complet de la droite réelle. — Le théoréme suivant est
extrémement important. Il peut s’énoncer en disant que la droite réelle est compléte
(un espace complet étant, par définition, caractérisé par la convergence de toute suite
de Cauchy).

Définition 1.111.5. — Une partie X de R est complete si, pour toute suite de Cauchy
(u,) d’éléments de X, on a que (u,) converge vers un élément de X.

Le théoréme suivant affirme que IR est complet.
Théoreme 1.I111.6. — Une suite numeérique (u,,) converge ssi elle est de Cauchy.

Démonstration. — Soit (u,,) convergente et a € R sa limite. Fixons ¢ > 0. Il existe alors
N = N; tel que, pour tout n > N, on a |u,, —a| <e. Alors sip,g >N, ona:

lug —up| = lug —a+a—uy| <|u;—al+u, —al < 2e.

Ceci montre que (u,) est de Cauchy (car ¢ est arbitraire).
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Maintenant nous démontrons que si (u,) est de Cauchy, alors (u,,) converge. Pour
tout k entier non nul, il existe un entier n; et un intervalle fermé J; de longueur
U(Jx) < 1/k tels que, si n > ny, alors u,, € Jx. Posons :

Il :]1;
Tivr = I N kv pourk>1,

Ny = max{ny,..., n}.

Sin > Ng, alors u, € Jy N---NJi = Ix. Du fait que I} C Ji, on obtient £(I;) < 1/k.
De plus, les intervalles I; forment clairement une suite décroissante d’intervalles
emboités. D’apres le théoréme [L.IL.7} on obtient un réel ¢ comme unique point dans
I'intersection de tous les Ij.

Montrons que lim,_, u, = c. Soit € > 0. Il existe alors k tel que 1/k < €. Pour
n>Ni,onau, €I et {(I;) <e. Comme c € [}, on a |u, —c| < ¢, donc (u,,) tend vers c.

O
Remarque 1.111.7. — La droite rationnelle Q n’est pas compléte. Par exemple, on
peut considérer la suite :
2uy, + 2
uy =1, Upp = ———.
0 n+l U, +2

Cette suite est de Cauchy. En effet, elle est majorée par V2 et croissante, donc conver-
gente dans IR : ainsi elle est de Cauchy dans Q. Par contre, elle converge vers V2, qui
n'est pas dans Q.

1.IV. Suites extraites, plus grande limite, valeurs d’adhérence

1.IV.A. Plus petite et plus grande limite. — On commence par définir la plus pe-
tite et plus grande limite.

1.IV.A.1. Limite inférieure et supérieure. —
Proposition 1.IV.1. — Soit (u,) une suite. Alors il existe un unique b € R tel que :
i) pour toutd >b,onat{neN|u,>d}<oo;
ii) pour tout c<b,onatf{neN|u,>c}=co.
On note alors b = limsup,,_, .
Démonstration. — Pour tout x € IR, on considere :
E(x)={neIN|u, > x}
Ensuite, on définit :
A={xeR|HE(x) = co}.
Remarquons que, pour ¢ < a, on E(a) C E(c). Donc, c <a et a € A implique ¢ € A.

Nous avons 3 cas :
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On a A =0. Alors on pose b = —co et les conditions sont vérifiées. En effet, tout
d € R satisfait d > b et HE(d) <coi.e. §{n € IN|u, > d} < co.

Pour l'unicité, supposons par l’absurde que b’ # b satisfait les conditions
demandées. Alors b’ > b = —c0, ainsi on choisit ¢ €] — oo, b’[ et on a §E(c) < o0, ce
qui est une contradiction.

On a A =IR. On pose alors b = +o0 et les conditions sont vérifiées. En effet, tout
c € R satisfait c< b et fE(c) = oo i. e. f{n € N | u,, > d} = co.

Pour l'unicité, si on avait b’ # b satisfaisant les conditions requises,
nécessairement b’ < b = +o0, de sorte que tout d €]b’, +oo| satisfait §E(d) = oo,
ce qui est absurde.

. Ona@=A=IR. Alors A est majoré. En effet, soit ¢ ¢ A. Nous avons vu que, pour

toutae Aonac>a,car c <aetaeAimpliquent c € A. Autrement dit, tout
élément c de R\ A est un majorant de A. Ainsi on peut poser :

b =sup(A)eR.

Si ¢ < b, alors comme b = supA il existe a € A tel que a > ¢ (sans quoi b
ne serait pas minimal parmi les majorants de A). Ceci montre que ¢ € A donc
BE(c) = 00. Sid > b, alors d ¢ A car sinon b n’est pas un majorant de A. Donc
HE(d) < 0.

Pour l'unicité de b, si b’ est un réel ayant les mémes propriétés que b, et
b’ < b, il existe un réel x avec b’ < x <b. Alors E(x) = oo car x < b et E(x) < oo car
x> b’. Ceci est une contradiction. De méme on exclut b <b’, donc b =b’.

O

Remarque 1.1V.2. — En reprenant les cas de la démonstration précédente, on voit

que:

1.

On a A = 0 si et seulement si, pour tout x € R, il existe seulement un nombre

fini de valeurs de n telles que u, > x. Ceci veut dire que, pour tout x € IR, on

peut trouver N, tel que, si n > N,, alors u,, < x. Autrement dit lim,,_,, u,, = —co.
Pour résumer :

— lim,,_,o, u,; = —co ssi limsup,_, 1, = —oo.

— de méme, lim,,_,, u,, = +oo ssi liminf,_, u, = +oo.

On a A = R si et seulement si, pour tout x € R, il y a un nombre infini de valeurs

de n telles que u,, > x. Ceci arrive si et seulement si (u,) n’est pas majorée.
Pour résumer :

— (uy) n’est pas majorée ssi limsup,,_,  #, = +oo;

— de méme, (u,,) n'est pas minorée ssi liminf,_,, u, = —co.

Exemple 1.IV.3. — Soit u,, = (-1)". Alors limsup,,_,  u, =1 et liminf, , u, = -1.
Siu, = (-2)" alors limsup,,_, #, = +oo et liminf, . u, = —co.
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1.IV.A.2. Infimum des suprema et supremum des infima. — Soit (u,) une suite
numérique. Alors nous définissons deux suites :

(1) v, = sup{u,, | m>nj, si (u,) est majorée,

(2) w,, = inf{u,, | m > n}, si (u,) est minorée.

Remarquons que l'on prend des extrémes sur des ensembles de plus en plus petits
lorsque n augmente. Dans ces circonstances, on a, pour tout # :

Wy S Uy Sy,
Vyr1 S Uy, i. e. (v,) est décroissante,
Wy < Wy i. e. (w,) est croissante.

Lorsque ces suites sont définies dans IR, un peut considérer leur limite d’apres le
théoréme|1.11.10} et on a le résultat suivant.

Proposition 1.IV.4. — Soit (u,) une suite numérique, et définissons (v,,) et (w,,) par les
conditions (1) et (2). Alors :
limsupu, = lim v, si (u,) est majorée,
n—oo n—0eo
liminfu, = lim w,, si (uy,) est minorée.
n—o0 n—00
Démonstration. — Soit (u,) majorée et b =lim,,_,, v,,. Supposons b > —co. La preuve

dans le cas (u,,) minorée est similaire.

Sic < b, alors ¢ <inf{v, | n € IN} donc ¢ < v,, quel que soit n € IN. Donc, pour tout
n €N, ¢ < sup{u,, | m > n}, autrement dit il existe m > n tel que u,, > c. Ceci nous dit
que, pour tout n € IN, on peut trouver m > n avec u,, > c. Donc I’ensemble des m € IN
tels que u,, > c est bien infini.

Sid>b,alors d >inf{v, | n € IN}, donc il existe N € IN tel que vy < d, i. e. sup{u,, |
m > N} <d.Donc pour m > N on a u,, <d. Ainsi, u,, > d seulement pour un nombre
fini de valeurs de m € IN, toutes ces valeurs étant inférieures a N.

Enfin si b = —co alors pour tout d € R il existe N € IN tel que vy < d, ce qui
veut dire supf{u,, | m > N} < d. Donc, u,, < d quelque soit m > N, ce qui montre
lim,,_,o, 4, = —c0 donc limsup,_,  u, = —co. O

1.IV.A.3. Lien entre la plus petite et plus grande limite et la convergence. —

Proposition 1.IV.5. — Soit (u,) une suite numérique. Alors :

liminfu, <limsupu,.

n—oo0 00

Si I’égalité est atteinte, alors :

lim u, =limsupu, =liminfu,,.
n—00 n—-oo

n—o00
Démonstration. — Si (u,,) n’est pas minorée, on a bien entendu —oco < g, pour n'im-
porte quel a € R. De plus, lim,,_,, #,, = —co si et seulement si limsup,,_,  u, = —co et

dans ce cas aussi liminf,_,, u,, = —co. De méme pour +co. Les cas infinis étant clairs,
on suppose désormais (u,,) bornée.



22 CHAPITRE 1. SUITES NUMERIQUES

Posons b = limsup,,_, . 1, et a = liminf,_,. u,. Il est clair que a < b car w,, < v,
pour tout # € IN dans les notations de la proposition[I.IV.4} De plus, si a = b alors u,
converge vers a d’apres le théoreme de I'encadrement. En effet, les deux suites (v,,)
et (w,) dans ce cas sont adjacentes. O

1.IV.B. Suites extraites. —

Définition 1.IV.6. — Soit (u,,) une suite numérique, et soit ¢ : IN — IN une appli-
cation strictement croissante. La suite (u4(,)) est appelée une suite extraite, ou sous
suite, de la suite (1,,). On note souvent ny = (k) et (u,,) = (upk))-

Exemple 1.IV.7. — Soit (u,) une suite numérique. Les suites (uy,) et (up,,1) des
termes paires ou impaires de (u,,) sont des suites extraites de (u,). De méme, la suite
tronquée (u,,),>y,, Obtenue par ¢(n) = ng + n est une suite extraite de (u,).

1.1V.B.1. Convergence d’une suite extraite. —

Proposition 1.IV.8. — Si une suite numérique (u,) converge vers a € R, alors toute suite
extraite de (u,,) converge vers a aussi.

Démonstration. — Supposons a € R, le raisonnement pour a = +oo ou a = —oo étant
analogue. Soit € > 0 et N, tel que pour tout n > N, on ait |u, —a| < €. Puisque ¢ est
strictement cr.oissante, on a ¢(n) > n, donc |uy,) —al < . Ceci montre que (ugp(y))
converge aussi vers a.

1.1V.B.2. Plus petite et plus grande limite d’une suite extraite. —

Proposition 1.IV.9. — Soit (u,,) une suite numérique et (u,, ) une suite extraite. Alors :
liminfu, <liminfu,, <limsupu, <limsupu,.
n—00 k—oo k— 00 n—00
Démonstration. — Pour tout réel x on considére les ensembles :

E(x)={neIN|u,>x},
F(x) ={k € IN|u, >x}.
L'application k +— n; définit une injection F(x) <> E(x). On considere aussi :
A ={x€eR|§E(x) = oo},
B={x € R|H#F(x) = oo}.
Comme F(x) s’injecte dans E(x), on a §F(x) < §E(x), donc B C A.

Ainsi, A majoré implique B majoré, i. e. limsup, , u, < +oo implique
limsup; _,, #,, < +oco. De méme, B # () implique A # 0 donc limsup,_,  u, > -
implique limsup,,_,  u, > +oo.

Enfin, si A et B sont majorés et non vides, on sait que :

limsup u,, = sup(A),

n—o0

limsupu,, =sup(B),
k—oo



1.IV. SUITES EXTRAITES, PLUS GRANDE LIMITE, VALEURS D’ADHERENCE 23

d’apres la preuve de la proposition[1.IV.1| Donc B C A implique :

limsupu,, =sup(B)<sup(A)=Ilimsupu,.

k—o0 n—oo

La preuve pour la plus petite limite suit le méme raisonnement. O

1.IV.C. Valeur d’adhérence. —
1.IV.C.1. Définition de valeur d’adhérence. —

Définition 1.IV.10. — Soit (u,) une suite numérique et a € IR. On dit que a est une
valeur d’adhérence de (u,) si, pour tout € > 0, il existe une nombre infini de valeurs
de n € IN satisfaisant a :

|u,, —a| < e.
Parfois, on dit que +oo est valeur d’adhérence de (u,,) si (1) n’est pas majorée. On dit
que —oo est valeur d’adhérence de (u,,) si (1,,) n’est pas minorée.

Remarque 1.1V.11. — La valeur a € R est d’adhérence pour (u,,) ssi pour tout € > 0
et tout n € IN il existe m > n tel que |u,, —a| <e.
En effet, soit X = {m € IN| |u,,, —a| < €}.
— Si #X = oo alors, étant fixé n € IN, on peut trouver m € X tel que m > n (c’est
clair car les m € X tels que m < n sont en nombre fini).
— Réciproquement, si X < oo alors pour n > max(X) + 1 il n’existe pas de m > n
tel que |u,, —a| < .

Exemple 1.1V.12. — Soit (u,) = (-1)". Alors la suite (u,,) vaut constamment 1 tan-
dis que (u5,,1) vaut —1. Donc 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de (u,). Ce sont an
fait les seules valeurs d’adhérence de cette suite.

Exemple 1.1V.13. — Plus généralement, étant donné 0 = m € IN, on pose :

(2nn)
U, =cos|—|».
m

Alors (u,,) admet les valeurs d’adhérence :

{cos(z—:f)|osks {%JH}

1.1V.C.2. Plus petite et plus grande limite comme valeurs d’adhérence. —

Proposition 1.IV.14. — La plus grande limite et la plus petite limite sont valeurs
d’adhérence.
Démonstration. — Soit (u,) la suite numérique en question et posons b =

limsup,,_,, ;.

Si b = 400, alors (u,) n'est pas majorée, donc +oo est valeur d’adhérence de (u,,)
par définition.

Si b = -0, alors lim,,_,, #,, = —co, en particulier (u,) n’est pas minorée, donc —oco
est valeur d’adhérence de (u,,) par définition.
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Il reste a examiner le cas b € IR. On note de nouveau, pour x € R :
E(x)={neIN|u,>x}.

Soit alors ¢ >0.On a:

BE(b—¢) = oo;

BE(b+ %) < oo.
On a donc un nombre infini d’entiers n dans E(b—¢)\ E(b+¢&/2), c’est-a-dire d’entiers
n tels que :

b—s<un§b+§<b+e.

Ceci montre que b est valeur d’adhérence de (u,,). Pour la limite inférieure, c’est le
méme argument. U

1.IV.C.3. Convergences d’une suite extraite et valeur d'adhérence. — Le résultat sui-
vant établit ’équivalence entre I'idée de suite extraite et celle de valeur d’adhérence.

Théoréme 1.IV.15. — Pour que b € R soit valeur d’adhérence d’une suite numérique
(uy,), il faut et il suffit qu’il v ait une suite extraite de (u,,) qui tend vers b.

Démonstration. — Soit b € R, et supposons que la suite extraite u,, converge vers
b. Alors, pour tout ¢ > 0, il existe K = K, tel que k > K implique |u,, —b| < &. Donc
|, — b] < € pour une infinité de valeurs de n, i. e. pour n de la forme ny, avec k > K.

Si (uy,,) tend vers +co alors pour tout b € R il existe K = Kj, tel que u,, > b pour
tous les k > K. Donc (u,,) n’est pas majorée. De méme pour b = —oo.

Montrons maintenant que, si b € IR est valeur d’adhérence de (u,), on peut
construire une suite extraite de (u,,) convergeant vers b. Prenons 0 = k € IN. Il existe
alors une infinité de valeurs de n telles que :

1
|H” - bl < %
Posons 1y = 0, puis pour tout k € IN :
. 1
Ngp1 = mm{n > g ||u, — | < 1 }

Ceci est bien défini car les entiers n tels que |u,, — b| < ﬁ sont en nombre infini, donc
il en existe bien un qui soit strictement plus grand que 7.
Montrons alors que (u,, ) converge vers b. En effet, étant donné ¢ > 0, il existe

Kzltelque%<6.Doncpourk2K,ona:
1 1
|l/lnk—b|<%$f<€.

Si b = 40 est valeur d’adhérence de (u,,), alors (u,) n'est pas majorée. Ainsi pour
tout k € IN on a u,, > k pour un nombre infini de valeurs de n. Donc on peut construire
de nouveau (uy, ) ayant u, > k. Concretement on définit ny = 0 puis pour k > 1, n; =
min {n > ng_; | u, >k}, ce qui est bien posé car il existe un nombre infini de valeurs
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de n € IN telles que u,, > k donc parmi ces valeurs il en existe qui soit supérieures a
Ng_1. Ainsi (u,, ) tend vers +oo. Le cas b = —co suit le méme raisonnement. O

Corollaire 1.IV.16. — (u,) une suite numérique, a sa limite inférieure, b sa limite
supérieure. Alors lim,,_,, u,, existe dans R ssi a = b. Dans ce cas on a lim,,_,,u, =a=">.

Démonstration. — Nous avons vu lors de la proposition que, si a = b alors
lim, _,u, =a=>.

Il s’agit de montrer que, si lim,,_,,, 4, =c, avecc € Ralorsa=b=c.

Si ¢ = +o0 alors limsup,,_, ., #, = +oo d’aprés la remarque m artie F, car (
n’est pas majorée. Aussi hmmfn_)oo u, = +oo d’aprés la remarque [I.IV.2} partie l
Donc dans ce cas a = b = ¢. De méme si ¢ = —c0.

Si ¢ € R, alors toute suite extraite de (u,) converge vers c. Comme a et b sont va-
leurs d’adhérence de (u,) d’apres la proposition il existe des suites extraites

de (u,) qui convergent vers a et b, selon le théoréme|1.IV.15| Ainsi, a =c = 1. O
Corollaire 1.IV.17. — Soit (u,) une suite numeérique, a sa limite inférieure, b sa limite

supérieure, ¢ une valeur d'adhérence. Alors a < c < b. En particulier :
a=min{c € R|c est valeur d’adhérence de (u,)},

b = max{c € R | ¢ est valeur d’adhérence de (u,,)).

Démonstration. — Si b = +o0, bien str ¢ < b. Si b = —c0, alors lim,,_,, 4, = b donc
¢ = —oo en tant que limite d’une suite extraite de (u,). De méme pour si a n’est pas
fini.

On peut désormais supposer 4,b finis donc (u,,) bornée et par conséquent c fini.
Soit alors (u,, ) une suite extraite qui converge vers c. Le corollaire précédent dit que
¢ =limy_,o 1y, =limsupy_,, u,, . Ainsi, d’apres la proposition[I.IV.9 on a:

¢ = lim u, =limsupu, <limsupu,=">.

k—o00 k—o00 n—oo0

Pour g, c’est le méme raisonnement. O

1.1V.C.4. Théoréeme de Bolzano-Weierstrass. — Nous terminons ce chapitre par l'un
des résultats les plus connus a propos des suites.

Théoreme 1.IV.18. — Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente.

Démonstration. — La limite supérieure est limite d’une suite extraite.

On peut donner une autre preuve. On construit la suite extraite ¢ : k — @(k) =
ny par dichotomie. Ceci se fait comme suit : on commence par noter ¢(0) = 0, et
considérer un minorant a de (u,,) et un majorant b de (u,,) de sorte que, pour tout
entier 7 on ait :

a<u, <b.

Donc (u,) € Iy = [a,b] pour tout n.
Ensuite, on pose ¢ = 1/2(a + b). On regarde les deux ensembles :

{(nelN|u, <c},
{neliN|u,>c}
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Au moins un parmi deux ensembles est infini : on le note N (si les deux le sont, on
choisit le premier). On note en conséquence I; la moitié de l'intervalle I, contenant
les u,, pour n appartenant a N;. La longueur I; est bien évidemment la moitié de la
longueur de I, c’est-a-dire |[a—b|/2. On définit ¢(1) comme le plus petit n > 0 tel que
u, € Il .

On poursuit la démonstration en coupant I; a la moitié, et en définissant I, I'in-
tervalle parmi les deux moitiés de I; qui contient un nombre infini de u,,; de méme
on pose @(2) comme le plus petit entier n > (1) tel que u, € I,. Cette procédure
donne lieu & une suite I; d’intervalles tels que Iy, C I, avec I; de longueur |a— b|/2k
et a une suite extraite (u,, ) = (uy()), avec u,, € I.

Par le principe des intervalles emboités, il existe un unique réel d € NgeyIx. On
voit alors que limy_,, u,,, = d puisque u,, € I} pour tout k. O



CHAPITRE 2

SERIES NUMERIQUES

A partir d’ici, presque tout est tiré de [LEAZ77].

2.1. Convergence, critére de Cauchy
2.I.A. Convergence des séries numériques. —

Définition 2.1.1. — Soit (u,),>o une suite numérique. La somme partielle a 'ordre n
de la série numérique de terme général u, est la suite (s,,) définie par :

Sp=Ug+-ot+ Uy, = > Upy-

m<n

On parle alors de la suite (s,,) comme de la série de terme général u,, ou la série } u,,.
2.1.A.1. Convergence d’une série numérique. —

Définition 2.1.2. — On dit que la série numérique ) u, converge vers a € R si la suite
(s,;) des sommes partielles converge vers a. Dans ce cas on note :

(o]

E U, =a.

n=0
Si s, n’a pas de limite, ou si s,, — oo, alors on dit que ) u,, diverge.

Exemple 2.1.3. — Considérons un giteau dont on mangerait d’abord la moitié, puis
la moitié de ce qui reste, et ainsi de suite a I'infini. La part que l'on aura mangée au

bout de m pas est :
-1 2m-1
Zﬁ_ am
n=1

En effet, cette formule est valide pour m =1, et pour m > 2 par récurrence on a:

m m—1
11 11 2ml-1 2m-q
_— = — 4+ _— = — + = .
2 on om z on om 2m71 om
n=1

n=1
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Donc pour m — oo, on obtient une limite qui vaut 1, i.e. :

E:lé%-: 1.
n=1

Exemple 2.1.4. — Considérons la série dont le terme général u, est défini par :
1
=0, nx1: =
i pour Uy, an i 1)

Nous avons la formule :

- - 1 m

U, = =
Z " Z nn+1) m+1
n=0 n=1

En effet, la formule est valide pour m = 0 et m = 1, puis par récurrence pour m > 2 :

m m—1

E:LM _ 2:;u N 1 _m-1 N 1 _om
— n_n_o "Tmm+1) m mm+1) m+1’

La série ) u, est donc convergente et :

(o] [ee]

1
U, = —=1.
" n(n+1)
n=0 n=1
Remarque 2.1.5. — La suite originaire (u,) peut étre récupérée de (s,) par les rela-

tions ug = sy et u,, = s, —s,_1 pour n > 1. Donc, a proprement parler, la théorie des
séries et celle des suites ne font qu'une seule et méme chose.

Remarque 2.1.6. — La convergence d’une série numérique ) u, ne dépend que du
comportement de u, a partir d'un certain rang, soit pour n > ny.

2.1.A.2. Limite nulle du terme général d’une série convergente. —
Proposition 2.1.7. — Si une série ) u, converge, alors lim,,_,, u, = 0.
Démonstration. — Soit s,, = ug+---+u,. Puisque ) u, converge, la suite (s,) converge,

et il en est de méme pour (s,;1). De plus ces deux suites ont évidemment la méme

limite, c’est-a-dire ) ;> ,u,. Mais u,, =s,,,1 —s, pour n > 1, donc u, tend vers 0. [

Remarque 2.1.8. — La condition lim,_,, u, = 0 nest pas suffisante pour que ) u,
converge. Par exemple, posons :

U, =Vn+1-+vn.
D’apreés la relation (Vn+1—+/n)(Vn+1++/n) =1, on voit :
1

u

" Ve 1+

donc lim,,_,,, u,, = 0. Cependant :
Ug+--+u, =Vn+1,

donc ) ;7 1, = +o0.
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2.1.A.3. Exemple clé : la série géométrique. —

Définition 2.1.9. — La série géométrique de terme initial 1y € R et de raison q € R
est la série de terme général u, = uyq".

Si g =1 le terme général de la série géométrique est constant et la série diverge
de fagon évidente deés que uy = 0. Lorsque g # 1, la somme partielle s, de la série
géométrique de terme initial u, et de raison g est :

qn+1 -1
(3) Sy=uUg+--t+u,=ug+--+ugg" =up(l+---+q") = o ———
q —_—

Proposition 2.1.10. — La série géométrique de terme initial 0 # uy € R et de ratiog € R:

i) converge vers 1“—_0(1 silgl<1;

ii) diverge si|q| > 1.
Démonstration. — D’aprés (3), on voit que la somme partielle s, de notre série
géométrique satisfait lim, .5, = IMTOq si gl < 1. Si |g| > 1, de nouveau indique

que la série géométrique diverge. En effet, la suite extraite s, tend vers +oo.
Le cas g = 1 est évident. Si g = —1, la somme partielle s,, de la série géométrique
est égale a 1 si n est pair, et a 0 si n est impair. Donc s, n’a pas de limite. O

2.1.B. Critére de Cauchy. —

Proposition 2.1.11 (Critére de Caucy). — La série numérique ) u, converge si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe N, tel que, pour tout n > N, et tout entier p
on ait :

|un+1 oty | <E

Démonstration. — C’est une application immédiate du théoréme|1.111.6| En effet, la
différence entre la somme partielle au rang n + p et celle au rang n vaut, en valeur

4 +
absolue, précisément |Z?:5+1 u,-|. O
Exemple 2.1.12. — On considére la série harmonique :

1 1 1 1
Z—:1+—+—+m+—.
— 1 2 3 n

Utilisons Cauchy pour montrer que cette série diverge. Notons u, = 1/n. Supposons
par I'absurde qu’elle soit convergente et soit € < 1/2. Fixons N et n > N donc 2n > N.
Ona:

2n

1 &1 1
g1 + oo+ U2y = Z 2 Z o 22E

k=n+1 k=n+1
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2.I.C. Opérations sur les séries. — La proposition suivante munit l’ensemble des
séries convergentes d’une structure d’espace vectoriel. Attention le produit est plus
délicat.

Proposition 2.1.13. — Soient ) u, et } v, deux séries, avec ) ,_ u, =a € R. Alors :

i) si) v, converge et sa somme vaut b alors ) (u,+v,) converge et sa somme vaut a+b;
ii) si ) v, diverge alors ) (u, +v,) diverge;

iii) pour tout A € R, }_ Au, converge vers Aa.

La preuve est évidente.

2.I1. Séries a termes positifs

Le résultat suivant est évident mais important.

Proposition 2.11.1. — Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite des
sommes partielles est majorée.

Démonstration. — La série converge si et seulement si la suite des sommes partielles
est convergente, par définition. Mais celle-ci est une suite croissante (car u, > 0), elle
est donc convergente si et seulement si elle est majorée. O

2.I1.A. Comparaison de séries. —
2.11.A.1. Comparaison par inégalité. —

Proposition 2.11.2. — Soit )} u, et ) v, deux séries a termes positifs avec u, <v,, Vn.

i) Si ) v, converge, ) u, converge aussi et :

(o] (o]
Sy

1=0 n=0

=

ii) Si ) u, diverge, v, diverge aussi.

Démonstration. — Notons s, la somme partielle ), ., u, ett, =3 ., v,. Comme
(u,,) est a termes positifs, (s,) est croissante, donc convergente a partir du moment
que (s,) est majorée. Puisque u,, <v,,, on a pour tout #, s, < t,,. Mais (t,) converge,
elle est donc bornée (et donc majorée) : (s,) est ainsi majorée. De plus, la limite de
(s;;) vaut au plus la limite de (t,), d’apres le théoréme de comparaison pour les suites
numériques. Par contraposée, on en déduit que, si )_u,, diverge, ) v, diverge. O

Remarque 2.11.3. — Dans la proposition précédente, si u,, < v, a partir d’un certain
rang, la convergence de } v, entraine aussi celle de ) u,, mais sans 1'inégalité des
sommes. L’énoncé (ii) reste valide.
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2.11.A.2. Comparaison par équivalence. —

Proposition 2.11.4. — Soit (u,) et (v,,) suites numériques positives équivalentes. Alors
les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.

Démonstration. — Bien sur il suffit considérer les séries a partir d’un certain rang,
autrement dit on peut modifier arbitrairement les premiers termes des séries en
question sans perte de généralité. Soit (1,) convergente vers 1 avec u, = (,)v, a
partir d’un certain rang : nous pouvons supposer que ce rang soit 0 i. e. u, = A,v,
pour tout n. Puis, pour tout ¢ positif, que I'on choisira dans ]0, 1], il existe N, € N tel
que, quelque soit n > N, |1, — 1| < ¢, ce qui implique :

(I1-¢)v, <u, <(1+¢)v,.
De u, < (1 + ¢)v,, on déduit que, si ) v, converge, d’apreés la proposition [2.11.2} " u,,
converge aussi.

Comme on a supposé ¢ < 1, de (1-¢)v,, < u,, on déduit que, si ) u, converge, alors
Y (1 —¢)v, converge; il en est alors de méme pour ) v,,. O

Remarque 2.11.5. — On peut aussi dire que les séries ) u, et ) v, a termes positifs

ont méme nature si 3% est défini a partir d’un certain rang et tend vers a € IR\ {0}. Si

n
en revanche cette limite est 0, alors la convergence de ) v, entraine celle de } u,,.

Exemple 2.11.6. — Le terme général de la série ) # est équivalent a , et cette

_1
n(n+1)
série est convergente. Donc ) % est convergente aussi.

2.I1.B. Série de Riemann. — Etant donnés un réel b > 0 et @ € R, on définit :
e = ealn(b)'
Cette formule est cohérente si l'on prend l’exponentielle de :
In(b%) = aIn(b).

Ceci s’étend évidemment & b = 0 auquel cas b* = 0, sauf pour 0° = 1.

Définition 2.11.7. — Soit a € R. La série de Riemann d’exposant « est :
1
n_a.

Si @ =1, nous avons appelé la série de Riemann série harmonique. Il s’agit d’une série
divergente.

Théoréme 2.I1.8. — La série de Riemann Y, % est convergente si et seulement si a > 1.

Démonstration. — Nous avons déja vu lors des exemples[2.1.12] et [2.IT.6] que la série
de Riemann est divergente pour @ = 1, donc pour tout a < 1, et convergente pour
a =2, donc pour tout a > 2. Passons donc a étudier la région 1 < a < 2.
On définit la série } ., v, de terme général :
1 1
ne-l (n+1)a-1’
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I1 s’agit d’une série a termes positifs, i. e. on a v,, > 0. Ceci est clair puisque la suite
(na%l) est évidemment décroissante pour a > 1.
Maintenant on considére la fonction de variable réelle :

F0)= .

définie et strictement décroissante (toujours pour a > 1) sur la demi droite ]0,+oo].
Sa dérivée premiere vaut :
l1-a

f(x)= ,

xO{

On applique le théoréme des accroissements finis a f sur l'intervalle [n,n + 1], pour
tout n € IN*. On trouve alors, pour tout # € IN*, un nombre réel x, €]n,n+ 1| tel que :

fn+1)-f(n)

7
Xp) = ————,
f) n+l-n
ce qui s’écrit :
l-a 1 1
= =-v,.
xp (n+1l)a-l pal "
Autrement dit :
(4) v, = (a—1)x,“.
Puisque, pour tout n € IN*, x,, €ln,n+1[,i.e. n<x,<n+lonal< %” < % donc :

Xn

lim — =1.
n—oo N
On a alors, en posant u, = n~%, la limite :
—a —a
. X . X
lim 2 = lim 2+ =1
n—oco U, n—oo u~&
Par , on obtient donc :
v . a—1)x%
lim -2 = lim ﬂ:a—l.
n—oo U, n—oco n-a

Ainsi la convergence de ) u, et celle de }_ v, sont équivalentes pour a > 1.
D’autre part, } v, est convergente, car :

~ 1 1 1 1 1 —
7/1+"'+Vn—(1_ a1 )+(2a71 T 3a-1 )+~~~+ na-1 (n+1)a-1 =

o (n+1)e
ce qui tend vers 1 lorsque n tend vers oo. O

On verra que 'on peut définir b* méme si a € C, et que la série de Riemann
d’exposant a € € converge si et seulement si Re(a) > 1.
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2.I1.C. Reégles de convergence. — Nous allons établir deux regles classiques de
convergence des séries positives : la regle de Cauchy et celle de d’Alembert. Les deux
portent sur une limite du terme général u,, d'une série positive : 'une sur sa racine
n-iéme, l'autre sur son rapport avec u,,, et permettent de conclure si cette limite
est plus grande ou plus petite que 1. Si cette limite vaut 1, on ne retire aucune infor-
mation de ces deux régles.

2.11.C.1. Reégle de Cauchy. —

Proposition 2.I1.9 (Régle de Cauchy). — Soit ) u,, une série a termes positifs et soit :
b =limsup {/u, € [0, +o0].

n—o00
1. Sib<1,alors ) u, converge.
2. Sib>1,alors Y u, diverge.
Démonstration. — Supposons b > 1. Alors il existe ¢ € IR tel que 1 < ¢ < b. Donc il

existe un nombre infini de valeurs de # telles que :
u, >c,
et donc :
u, >c".

I1 est donc clair que (u,) n’est pas bornée (donc ne converge pas vers 0), ainsi ) u,
diverge d’apreés la proposition [2.1.7]

Par contre si b < 1, alors il existe d € R tel que b < d < 1. Donc I'ensemble des
entiers n tels que <{/u, > d est fini. Ainsi, il existe un certain rang N tel que :

n>N=u,<d"

La convergence de la série ) u, est alors assurée par la convergence de la série

géométrique ) d", d’apres les propositions[2.1.10|et[2.11.2 O
2.11.C.2. Regle de d’Alembert. —

Proposition 2.I11.10 (Régle de d’Alembert). — Soit ) u, une série a termes positifs,
et supposons u, = 0 a partir d’un certain rang. Soit :

.. Uy
a =liminf 2=,

n—o00 u”

. Uyt
b =limsup —*.

n—co Uy

1. Sib<1,alors ) u, converge.

2. Sia>1,alors ) u, diverge.

U .. . u
On ne peut pas conclure si (-21) n’a pas de limite, ou si lim,,_,o, 2+ = 1.
n n
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Démonstration. — On peut supposer sans modification essentielle de 1’énoncé que
u, # 0 quel que soit n.
Supposons b < 1 et soit d € IR avec b < d < 1. D’apres la définition de la limite

supérieure, cf. proposition [1.IV.1} le nombre de valeurs de  telles que 2L > d est
n

alors fini. Donc il existe un rang N tel que, pour tout # > N, on aura :
u
Il g

un
Ainsi, pour p > 0 on aura :
UN UN+p UN+p-1 UN+p-1 UN+p-1 UN+p-2 UN+p-2
o P P g S g P TS g2 TS <<
UN UN+p-1 UN UN UN+p-2 UN UN

On a alors :
uN+p < dpMN,

donc ) u, converge d’apres la proposition car elle est majorée, a partir d’'un
certain rang, par une suite géométrique convergence, cf. proposition

Sinon, supposons a > 1. Il existe alors un réel ¢ tel que 1 < ¢ < a. Donc il existe
seulement un nombre fini de valeurs de n telles que u;‘—:l <c,i.e. Uy >cu, a partir
d’un certain rang, disons N. Ainsi pour p >0on a

Upen = Py,
ainsi u, ne tend pas vers 0 donc ) u,, diverge. O

Exemple 2.I1.11. — Etudier la série de terme général u, = (%Zi;)"/z Cette série est
bien sir a termes positifs, et on a :

,,/2n+1"/2 /2n+1
/{:/u = = ,
1 3n+5 3n+5

ce qui tend vers V2/3 < 1, donc la série ) u, converge par la regle de Cauchy.

Exemple 2.11.12. — Etudier la série (positive) de terme général u, = ,’f—,l Ona:
Uper _ (n+D) n"  (n+1)n"  n" _( n )”_(1+1)‘”
u, (m+1)mlal m+1)l T (m+ )" \n+1/) nl -’

Cette suite tend vers 1 < 1, donc }_u, est convergente par la régle de d’Alembert.

2.11.D. Produit de séries positives. —

Théoreme 2.11.13. — Soient ) u, et ) v, séries positives convergentes et posons :
n
Wy = Zukvn—k'
k=0

Alors ) w, est convergente et :
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Démonstration. — On écrit w,, sous la forme :
wnz Y g
p+q=n

Donc la somme partielle de la série )" w,, est:
n
Zwk = Z upvq.
k=0 0<p+q<n
Notons s, et t,, les sommes partielles au rang nde ) u, et} v,.Ona:
n n
Spty = ZZupvq.
p=049=0
Sip+q<mn,alors p <netqg<n.Parailleurs p < n et g < nimpliquent p+g < 2n. 11

est alors clair que :
n 2n
Zwk <sut, < Zwk.
k=0 k=0

De ces inégalités on déduit que ) w, est bornée donc convergente, et que la
somme de la série } w, converge vers lim, ,.s,t,, c’est-a-dire vers le produit

(Zfzo:() un)(ZZ‘;o vy). O

Remarque 2.11.14. — Attention le résultat est faux pour séries a termes de signe
variable, comme on verra dans I'exemple[2.II1.10

2.IT1. Séries a termes de signe quelconque

Nous allons voir que, lorsque le signe du terme général n’est pas déterminé a
priori, la convergence d’une série devient un sujet beaucoup plus délicat.

2.III.A. Convergence absolue et convergence simple. — Le premier systéme pour
établir la convergence d’une série quelconque est de se ramener au cas des séries a
termes positifs.

Définition 2.I11.1. — On dit que la série ) u,, converge absolument si )_|u,| converge.
Proposition 2.I11.2. — Une série ) u,, absolument convergente converge. De plus :

00 00

Zun < ZlunL

n=0 n=0
Démonstration. — Posons :

Sn = Zuni th = Zl”nl-

m<n m<n

Etant donnés n,p €N, on a, par I'inégalité triangulaire :

|5n+p —sul = |”n+1 teeet un+p) Supgal+o+ |”n+p| =tyyp — by
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La suite (t,) converge, donc elle est de Cauchy d’apres le théoreme[L.II1.6|du chapitre
D’apres l'inégalité précédente, ceci implique que (s,) est aussi de Cauchy, donc
convergente de nouveau d’aprés théoréeme du chapitre [1] La série ) u, est
donc convergente, et d’apres I'inégalité triangulaire on a bien str |s,| < t,, donc :

(o) (o)
)t <) bl

n=0 n=0
[

Proposition 2.111.3. — Soit ) u, et ) v, série numériques absolument convergentes et
posons, pour tout n € IN, w,, = Y _ u,v,_g. Alors }_ w, est absolument convergente et

(o) [Se] o0
E wy, = E u, E Uyl
n=0 n=0 n=0

Démonstration. — Comme ) |u,| et ) |v,| sont positives et convergentes, si on pose
2y = X_p_olukllv,—k| nous avons ) z, convergente et :

Y 2= [iw 3 ol |

n=0 n=0 n=0
Donc, pour tout € > 0, il existe n, € IN tel que n > n, implique :

n n n
) _a=| ) || )t <e.
i=0 j=0

k=0

Mais nous avons :

n n
Zwk—[ ui] vil|l= Z ujvj| <
k=0 ]

=

i=0 =0 0<i<n
0<j<n
i+j=n+1
n n n
< 3 ful= [ S| S <
0<i<n k=0 =0 j=0
0<j<n
i+j>n+1
pour tout n > n,. Ainsi ’énoncé est démontré. O
2.1I1.B. Série alternées. —
Définition 2.I11.4. — Une série ) u, est alternée si elle est de la forme :
Y (1w,
avec u, de signe constant.
Théoreme 2.111.5. — Une série alternée ) (—1)"u,, telle que la suite (u,) est positive

décroissante vers 0, est convergente.
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Lemme 2.I11.6. — Soit (x,,) une suite numérique et supposons que :

lim x;, = lim x5,,,; =a€R
n—oo0 n—00

Alors lim,,_, o, x,, = a.

Démonstration. — Soit un ¢ > 0. Il existe ny et n, naturels tels que :
n>n; = |xy,.1 —al<e,

n>n; = l|xy,—al<e.

Donc soit ny = max(2n; + 1,2n;) et m > ny. Si m est pair donc m =2non a 2n > ny >
2n, i. e. n > n, donc |x,, —a| = |x,,, — a| < €. Par contre si m est impair donc m =2n+1
alors 2n+1 > ng > 2ny + 1 implique n > ny donc |u,, —a| = |x5,,.1 — a| < €. Dans tous
les cas |x,, —a| < € donc (x,,) converge vers a.

O

Démonstration du théoreme|21I1.5] — Nous considérons la somme partielle U, =
ZZZO(—l)kuk et ses termes pair v, = Uy, et impairs w, = U,,,1. On a, quel que soit
nx>1:

W, = Wy_1, donc (w,,) est croissante,

v, < V-1, donc (v,,) est décroissante,

w, < v,
En effet w, —w,_1 = —upyy1 + Uy, = 0 et v, — v, = Uy, — Uy, < 0 car (u,) est
décroissante et w,—v,, = —uy, 1 < 0 puisque (u,,) est positive. De plus w,,—v,, = 5,41

tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini, par hypothése. Autrement dit, (w,) et (v,)
sont adjacentes, ainsi elles convergent vers la méme limite a.

Les termes pairs et impairs de U,, convergent vers a. Pour conclure, on utilise le
lemme précédent qui affirme que, si les termes pairs et impairs d’une suite (x,,) =
(U, ) convergent vers a alors la suite elle-méme converge vers a.

O

Définition 2.I11.7. — Une série numérique est semiconvergente si elle est conver-
gente mais pas absolument convergente.

Exemple 2.II1.8. — La série harmonique alternée :

a1l
)

est semiconvergente. En effet, nous avons vu lors de I'exemple [2.1.12] qu’elle n’est
pas convergente, et par application du théoréme [2.II1.5| cette série est clairement
convergente.

Exemple 2.111.9. — Considérons :

I o
bV (-
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Nous allons montrer } u, est divergente, ceci étant da au fait que u, n’est pas une

1

- . . ) .
série alternée, autrement dit e n’est pas décroissante. Pour montrer que ) u,

diverge, nous pouvons la comparer a la série
>
ﬁ ’
convergente d’apres le théoréme|2.111.5| La différence est :
(=" (St O A e O
wy = —Uy = - =
Vi Vi Ny
Va(n+ (1)) e (1)
ce qui donne une série a termes positifs, de terme général équivalent a 1/n pour
n — oo, donc une série divergente.

Remarquons que ceci offre un exemple de deux séries, a termes de signe non
constant, qui sont équivalentes, et pourtant pas de méme nature :

(=" (-1)"
LG e

Exemple 2.111.10. — Prenons :

="
\/n+1'

U, =v, =

Nous avons alors la série produit :

; n 1
wn=(1) é\/(k+1)(n+1—k)'

Or la fonction f : yp +— (y + 1)(n+ 1 —y) définie sur IR admet un maximum en y = n/2,
ce que l'on voit facilement en prenant la dérivée premiere de f. Ainsi f(y) < f(n/2) =
(4 +1)% En passant au dénominateur et en prenant la racine on obtient :

n+1

n 1
> .
; (k+)(n+1-k) n/2+1

Cette quantité ne converge pas vers 0 lorsque n tend vers l'infini, donc ) w,, diverge.

2.IT1.C. Transformée d’Abel. — La transformée d’Abel est un outil puissant, qui
généralise le théoréme de convergence des séries alternées. La transformée d’Abel
peut étre utilisée pour des séries réelles et complexes (nous énongons ici seulement
le premier cas).

Théoréme 2.111.11. — Soit ) u, une série numérique. Si on a u,, = a,b, de sorte que :
— la suite (b,,) soit positive et décroissante vers 0;
— il existe M tel que |} r, ar| < M pour tout n.

Alors Y u,, est convergente.



2.IV. SOMMATIONS PAR PAQUETS, CHANGEMENTS D’ORDRE 39

Démonstration. — Pour la démonstration, nous regroupons (la transformée d’Abel
proprement dite) les termes de la somme partielle U,, = ug +--- + u,, de sorte a faire
apparaitre les différences b;, = b,,.1 —b,,. On note A, = ag +--- + a,,. Il faut penser a la
formule de I'intégrale par parties fab =Ab- JAb’ ouA= Ja est une primitive de 4,
en échangeant J et ) . Pour tout n € IN, nous avons la relation :

n—1

(5) U, :Anbn—ZAkb,;.
k=0

Pour la démontrer, faisons une récurrence sur n. Pour n = 0, les deux termes valent
agby car A_1 = 0. Supposons alors la relation valide au rang n et montrons la au rang
n+1:

n—1

Ups1 = Up+ay1 by = Ayby, — ZAkb]/( +aup1 by =
k=0

n
=Aub, - ZAkb]i +Apby +ay41bp1 =
k=0
n
= Anbn - ZAkb;( +An(bn+1 - bn) t a1 bn+l =
k=0

n
=Aubyi - ZAkb]/( +ap1bps =
k=0

n n
= (An + an+1)bn+1 - ZAkb]/c = An+1bn+1 - ZAkb]/(
k=0 k=0

Or, (A,,) étant bornée et (b,) convergeant vers 0, on voit que la limite de U,, existe
finie, lorsque 7 tend vers l'infini, si et seulement si )_A,b;, converge. Mais )} A,b,,
est méme absolument convergente, en effet :

|Anb;’1| < Mlbn - bn+1| = M(bn - bn+1)’

puisque (b,,) est décroissante. De plus ) (b, — b,,1) est convergente, car sa somme
partielle au rang m vaut :

(bo—b1)+ (b1 —by)+-+-+ (b, = byi1) = bo = b1,

ce qui tend vers b, lorsque m tend vers oco. Par la proposition|2.11.2} }" A, b;, est donc
absolument convergente. O

2.IV. Sommations par paquets, changements d’ordre

2.IV.A. Groupement des termes d’une série. — Soit ¢ : IN — IN une fonction stric-
tement croissante, et soir )_u,, une série numérique. On considére alors la suite (v,,)
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définie de la maniére suivante :

¢(0) @(n)
(6) vy = Zuk, v, = Z ug, pourn>1.
k=0 k=1+¢(n-1)

La série ) v, correspond a une somme par blocs des termes u,, 'intervalle des in-
dices intervenant dans chaque bloc étant fixé par ¢.

Proposition 2.IV.1. — Soit } u,, une série numérique, @ : IN — IN une fonction stricte-
ment croissante, et définissons la série ) v, comme dans @
i) Sila série ) u, converge, alors ) v, converge et :
[Se] (o)
E U, = } vy,
n=0 n=0

ii) Siu, >0 pour tout n, et ) v, converge, alors ) u, converge.

Démonstration. — On note s,, la somme ug+---+u,.Ona:
VotV = Ll0+-”+1/l(p(n) = Sep(n)-

Doncssi (s,) converge, la suite extraite (s, (,)) converge aussi vers la méme limite. Ceci
démontre ().

Pour montrer , on remarque que pour tout # on a n < @(n), sans quoi ¢ ne
saurait étre strictement croissante. Donc, comme les u, sont réels non négatifs, on
a 5, < Sg(n)- OF 8i (sp(n)) converge, forcément (sy(,)) est bornée, donc (s,) aussi. Par

suite (s,) converge, et (ii) est prouvé. O
Remarque 2.1V.2. — Si ) u, est divergente de signe non constant, il peut arriver

que Y v, soit convergente. Un exemple tout simple est u, = (—1)". Evidemment, si
on groupe les termes u,, deux par deux (donc par ¢(n) = 2n), on obtient v,, = 0.

2.IV.B. Changement de l'ordre des termes d’une série. — Soit o une permutation
de IN, c’est-a-dire une bijection de IN dans IN. Etant donnée une série numérique Y u,,,
on considere la série } u,(,), obtenue par changement de l'ordre des termes de }_u,
suivant la permutation o.

Définition 2.IV.3. — On dit que u,, est commutativement convergente si, pour toute
permutation o de IN, la série }_ u,(, est convergente.

Théoreme 2.1V.4. — Une série numérique ) u, est commutativement convergente si et
seulement si elle converge absolument. Dans ce cas, pour toute permutation o de IN on a :
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Démonstration. — Nous montrons d’abord que, si }_ u,, est absolument convergente,
alors quel que soit o la permutation de IN choisie, la série de terme général v,, = 1y,
est absolument convergente. Pour le faire, on définit pour tout n € IN :

p(n) = maxo (k).

Donc p(n) indique la plus grande valeur atteinte par o(k) lorsque k est dans [0, n]. En
particulier p(n) > n, puisque o est une bijection. Donc lim,,_,, pi(n) = +o0. On pose :

(o)
a=) |,
n=0

Ensuite nous remarquons :
[vol + -+ + vyl = |u0(0)| toeet |uo(n)| < lugl+---+ |u;4(n)| <a

Donc la suite des sommes partielles |vg|+--- +|v,| est bornée par g, et (v,,) est absolu-
ment convergente. Il s’ensuit aussi que :

o0
) l<a.
n=0

En utilisant 0=, on montre I'inégalité inverse. On en déduit 1’égalité entre a et la
somme de la série ) |v,,|.

Maintenant on montre que ) u, et } v, ont la méme somme. Pour le faire on
définit, pour tout n € IN, 'ensemble :

A, =10,..., u(n)}\ {0 (0),...,0(n)}.
On a alors, pour tout n€IN :

u(n) n w(n) n
) me=) v =)< ) =) =) el
k=0 k=0 ke, ke, k=0 k=0

Puisque lim,,_,, p(n) = +oo, et } 7 o|ug| = ) 2 |vk|, nous déduisons par passage a la
limite dans l'inégalité précédente :

(o) o0

Zuk = ka.

k=0 =0

Il reste a démontrer que, si la série ) u, est commutativement convergente, alors
elle est absolument convergente. Par contraposée, on peut montrer que, si ) u, est
semiconvergente, alors l'on peut trouver une permutation o de IN telle que la série
v, de terme général u, , est divergente. Nous définissons alors :

u, = max(u,,0), u, = —min(u,,0).

Remarquons que |u,| = u; +u;;, et puisque ) u, n’est pas absolument convergente, au
moins I'une des séries positives ) u; et )" u;, doit étre divergente. En fait u,, = u;; —u;,
et ) u, converge, donc ) u;; et ) u; sont toutes deux divergentes du moment qu’une

d’elles diverge. Nous avons donc ) ;> u;f =) 7 u; = +oo.
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Définissons aussi les applications strictement croissantes ¢, : IN — IN suivantes :
@(0) = min{k > 0| u; > 0}, pour n>1: ¢(n)=min{k > @(n—-1)|u; >0},
¥(0) =min{k > 0| u <0}, pour n>1: (n)=min{k > p(n—1)|u; <0}.

Observons que, pour tout p € IN, il existe soit un unique g € IN tel que ¢@(g) = p (si
u, > 0), soit un unique q € IN tel que ¢(q) = p (si u, < 0). En effet, d’abord l'unicité
est évidente car ¢ et ¢ sont strictement croissantes.

Quant a I'existence, par exemple si u, > 0 on considere M = {k € IN [ ¢(k) < p}. On
a que M est non vide car 0 € M, du fait que ¢(0) est le minimum des entiers k tels
que uy >0, donc ce minimum est au plus p car u, > 0. Aussi, M est majoré car ¢ est
strictement croissante. Donc M étant une partie majorée non vide de IN, elle admet
un maximum 4. Bien siir ¢(g) < p car q € M, on veut voir que ¢(q) > p. On sait que
p(g+1)>p+1, et que p(g+1) =min{k > ¢(g) | ux > 0}. Donc si p > ¢(gq), comme
u, > 0 on aurait ¢(q + 1) < p, ce qui est absurde. On a montré l'existence.

Finalement, nous définissons les suites (z,,) et (w,,) par :

Zp = Ugp(n) Wy = —Uy(n),
donc (z,) est la suite des u,, positifs, tandis que (-w,,) est la suite des u,, négatifs ou
nuls. Puisque ) u; diverge, ) z, diverge aussi, en effet (z,) est obtenue en suppri-
mant les termes nuls de (u}).
Maintenant, puisque )z, diverge, il existe un entier # tel que:

Zgt -+ 2, 2wy
Nous posons 1 pour le plus petit parmi ces entiers. L'entier 1y est le plus petit entier
m > ng satisfaisant :
Zo+ o+ 2z, 2 1 +wo +wy.
On suit ce procédé en définissant n, comme le plus petit entier m > ny_; tel que :
(7) Zo+t+zy, 2 k+wy+ -+ wy,
I'existence de tous les entiers (1) étant assurée par la divergence de }_ z,,. Définissons
la suite :
(Vim) =205+ Zngr =W0s Zng41r+ -+ Zpyy ~ W1,
Nous avons alors, d’apres :

k+nk+1 Ny k
Y =y sy wink
m=0 j=0 i=0

Ceci implique que } vy, diverge. Par ailleurs, nous avons dit que pour tout p € IN, il
existe soit un unique q € IN tel que ¢(q) = p (si u, > 0), soit un unique g € IN tel que
P(q) = p (si u, < 0). Ceci équivaut a dire que la série }_y,, s'obtient en réordonnant
les termes de ) u,. La preuve est donc terminée. O



CHAPITRE 3

SERIES ENTIERES

3.I. Suites et séries complexes
3.1.A. Suites a valeurs complexes. —

3.1.A.1. Voisinage dans le plan complexe. —

Définition 3.1.1. — Soit z5 € C et 0 > 0. Un disque ouvert est la partie de C:
D(zp,8)={z € C||z—zg| < 5}

Un disque fermé est :

D(zp,0) ={ze C||z—2z| < O}
Le cercle centré en z; et de rayon 0 est :
C(zg,0) ={z€ C||z—zp| = 0}.
Pour les disques et le cercle centrés en 0, nous abrégerons :

D(6) ={ze Cllz| <o},

D(8)={zeC|lzl < &),
C(6)={ze C|lz| = 8.

Le disque épointé D*(Cy, 0) est D(Cq,0) \ {Co}-
3.1.A.2. Convergence des suites complexes. —

Définition 3.1.2. — Soit (z,,) une suite de nombres complexes. On dit que la suite
(z,) converge vers w € C si, pour tout € > 0, il existe un entier N, tel que, si n > N,
alors :

|z, —w| < e.

Remarque 3.1.3. — La suite (z,,) tend vers w si et seulement si z, —w tend vers 0.
Ceci arrive si et seulement si la suite de nombre réels (|z, — w|) tend vers 0. Une
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condition encore équivalente est :

lim Re(z,) = Rew,

n—oo

lim Im(z,) = Imw.

n—oo

Ceci découle facilement des inégalités :
|z, —w| < [Re(z,) — Re(w)| +|Im(z,,) — Im(w)],

[Re(z,) - Re(w)| <z, —wl,
|Im(zn) - Im(w)l < |Zn - W|

3.1.A.3. Caractere complet de la droite complexe. —

Définition 3.1.4. — Soit (z,,) une suite de nombres complexes. On dit que la suite
(z,) est de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe un entier N, tel que, si n,m > N,, alors :
|Zy — Zp| < €.

Théoreme 3.1.5. — Une suite complexe converge si et seulement si elle est de Cauchy.
Démonstration. — Ceci découle de nouveau des inégalités de la remarque [3.1.3] En

effet, celles-ci permettent de dire que (z,) est de Cauchy si et seulement si Re(z,)
et Im(z,) sont de Cauchy, ce qui est équivalent d’apres le théoréme [1.II1.6(& ce que
Re(z,) et Iim(z,,) soient convergentes, donc a ce que (z,,) soit convergente. O

3.1.B. Séries complexes, convergence absolue. — Les séries complexes sont des
séries a valeurs dans C. Leur convergence en un point fixé revient a celle de la suite
des sommes partielles.

Définition 3.1.6. — La série ) z, de nombres complexes converge si la suite de
nombre complexes (s,) définie par comme somme partielle jusqu’au rang n est

convergente :
n
Sy = E Z-
k=0

Remarque 3.1.7. — Si z,, ne tend pas vers 0, )z, ne peut converger.
Démonstration. — Si )z, converge, alors ) Rez, converge, donc Rez, tend vers 0
d’apreés la proposition Il en est de méme pour Imz,, ainsi z, tend vers 0.

O
Définition 3.1.8. — Soit }_z, une série complexe. On dit que la suite )z, converge
absolument si ) |z,| converge.
Lemme 3.1.9. — Une série a valeurs complexes qui converge absolument est convergente.
Démonstration. — Soit )z, la série en question. Si la série ) z, converge absolu-

ment, alors par définition ) |z,| est une série convergente. Comme |Rez,| < |z,], la
série numérique )_|Rez,| est convergente aussi par la proposition [2.I1.2} donc }_ Rez,
converge par la proposition De méme, ) Imz, converge. On en déduit que
Y z, converge. O
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3.I.C. Résultats réels valables en complexe. —

3.1.C.1. Produit de séries absolument convergentes. —

Proposition 3.1.10. — Soit } ,.qX, et } 5oV, séries complexes absolument conver-
gentes et posons z, = Y \_q XxVn—k, 1 € IN. Alors )z, converge absolument et :

oo (o) [Se]
S e[S
n=0 n=0 n=0
Démonstration. — D’abord un peu de notation. Posons, pour n €N :
n n n
Zi=) e Xa=) Mo =)y
k=0 k=0 k=0

de sorte que :

Zy,= Z XiYjs XnYy = Z XiYj-

0<i+j<n 0<i,j<n

Soit € > 0 fixé. Les séries positives ), |x,| et ) ,|y,| étant convergentes, nous sa-
vons que le produit de leurs sommes tend vers la somme de la série ) w, ou
wy, = Y} _olxkllvu—k]. Donc on peut trouver n, tel que, pour tout n > n1, on ait :

Y wllyl- Y wllyl| <.

0<i+j<n 0<i,j<n
Autrement dit :
) Iyl <e.
0<i,j<n
i+j>n+1
On a alors :
1Z = X Yl = Z Xiyj = Z xiyj| = Z xiyj| < Z Ixilly;l <e.
0Si+j§n OSi,jSH 0<i,j<n 0<i,j<n
i+j>n+1 i+j>n+1
ce qui prouve ’énoncé. O
3.1.C.2. Autres résultats réels valables en complexe. — Sans modifications essentielles

des démonstrations, nous pouvons dire que les résultats suivants, exprimés en réel,
restent valides en complexe.

— La sommation par paquets d’'une série complexe converge, et vers la méme
somme.

— Le changement d’ordre d’une série complexe absolument convergente reste
convergent, et vers la méme somme; de plus une série complexe dont toute
permutation converge est absolument convergente.

— La transformée d’Abel reste valide en complexe.
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Exemple 3.1.11. — Soit z= e’ avec 9 € [0, 27t[. Posons :

On a (b,) positive et décroissante vers 0. Puis, pour 9 =0 :

n B n | |ei(n+1)8 -1]
ag| = e = —5——,
le™ 1]
k=0 k=0
et cette quantité est clairement bornée par ﬁ Donc grace a la transformée d’Abel,
. ein?d

on voit que }_ <~ converge pour tout 9 €]0, 27].

3.I1. Séries entiéres, convergence normale

Définition 3.11.1. — Soit (a,),>o une suite de nombre complexes. La série entiere de

terme général a,z" est la suite :

n
S, = E a,z".
m=0

On note cette suite )_a,z".

A proprement parler, il s’agit d’une expression purement formelle. Cependant on
peut penser a une série entiére comme une série de fonctions.

3.II.A. Convergence simple. —

Définition 3.11.2. — Soitzy € C, ) a,z" une série entiére et considérons la série com-
plexe } a,z;. Soit :
n
— m
Sy = > am2p -
m=0

On dit que Y a,z" converge (simplement) en zy vers w € C si la suite des sommes
n 0
partielles s, converge vers w, i. e. lim,_,, s, = w. On écrit alors :

(o]
anzy = w.
n=0
Ceci définit donc une application f, dite somme de la série, dont le domaine de
définition est constitué des points z, ou }_a,,z; est convergente. On a:

o

zg > f(zg) = Zanzg.

n=0
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3.I1.B. Convergence absolue. —

Définition 3.11.3. — On dit que ) a,z, converge absolument en z; € C si la série
numérique }_|a,z;| est convergente.
Lemme 3.11.4. — Si la série entiére ) a,z"
converge simplement en z.

converge absolument en zg, alors elle

Démonstration. — Clest le lemme appliqué a }_a,zj. O

3.I1.C. Convergence normale. —

Définition 3.11.5. — On dit que la série entiére ) a,z" converge normalement sur une
partie D de C s’il existe une série numérique ) u, convergente telle que :

la,z"| < u,, pour tout z € D.

Remarque 3.11.6. — Si ) a,z" converge normalement sur une partie D de C, alors
elle converge absolument en tout point z de D. En effet, il existe ) u, convergente
telle que |a,,z"| < u,, pour tout z € P, donc ) a,,z" converge absolument (donc simple-
ment).

3.III. Convergence normale sur les disques

3.III.A. Lemme d’Abel. — Le résultat suivant, bien que élémentaire, est trés im-
portant.
Théoréeme 3.111.1. — Soit z; € C et }_a,z" une série entiere. Supposons que (a,z;) soit

bornée, ce qui arrive par exemple si ) a,z" est convergente en zy. Alors, pour tout r <|zg|,
la série )" a,z" converge normalement sur D(r).

Démonstration. — On peut supposer zy = 0, sans quoi il n’y a rien a démontrer. Le
fait que ) a,z; converge implique que a,z; tend vers 0, et en particulier que (a,z")
est bornée.

Ainsi il existe M € IR tel que, quel que soit n € IN, on ait :

la,zgl < M.
Si r est un réel tel que 0 < r <|zg|, alors quel que soit L € D(r)on a:

n
r" r
n n n n
a =|a <laylr" =layzyl—= <M|—] .
Donc (a,C") est majorée par une série géométrique, qui converge car ﬁ < 1. Donc
Y a,z" est normalement convergente sur D(r). O
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3.II1.B. Rayon de convergence. —
Définition 3.II1.2. — Soit ) _a,z" une série entiere. On définit la partie suivante de
la demi droite positive [0, +oo] :

X ={re[0,+c0[| (a,r") est bornée}.

Evidemment X n’est pas vide car 0 € X. Le rayon de convergence de Y a,z" est, par
définition, +oo si X n’est pas majorée, ou si X est bornée on pose :

R =sup(X).
Théoreme 3.I111.3. — Soit ) a,z" une série entiere et R son rayon de convergence. Alors :
i) siR=0,} a,z" ne converge que pour z=0;
ii) si R = +o0, ) a,z" converge normalement sur tout disque de C centréen 0;
iii) si R €]0,+oo, alors :
a) si|C|>R, alors la série )_a,C" est divergente;

b) la série ) a,z" converge normalement sur tout disque centré en 0, de rayon r < R.

Démonstration. — Soit de nouveau :
X ={re[0,4c0[| (a,r") est bornée}.

On a alors R = sup X dés que X est majorée.

Tout d’abord, si |C| > R, alors r = |C| n'appartient pas a X, donc (a,r") n’est
pas bornée. Ceci implique que (4,C") ne tend pas vers 0, ainsi ) a,C" diverge
grossierement. Nous avons montré (i) et (iiia). On peut supposer désormais R > 0.

Regardons la convergence normale. Soit r < R. Il existe alors s € X tel que r < s.
Nous avons (a,s") bornée car s € X. D’apres le lemme d’Abel (appliqué a z; = s), la
série ) a,z" est normalement convergente sur D(r). Ceci montre (i) et . O

3.III.C. Exemples. —

Exemple 3.111.4. — Un polyndéme est un exemple de série entiére. Son rayon de
convergence est +oo.

Exemple 3.1I11.5. — La série exponentielle complexe :
Zn
exp(z) = prt
n>0

Son rayon de convergence est +oo.

Exemple 3.111.6. — La régle de d’Alembert montre que le rayon de convergence de
Zn!z”
n>1

est nul. Donc cette série ne converge que pour z = 0.
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Exemple 3.111.7. — La série entiere géométrique est
y
n>0

Son rayon de convergence est 1, car (z") est bornée si et seulement si |z| < 1. Par
contre, si |z| > 1, le terme général z" ne tend pas vers 0. Cette série ne converge en
aucun point du cercle C(R).

Exemple 3.111.8. — La série entiere :
>
2
n>0 "

a rayon de convergence 1, ce que l'on voit immédiatement en utilisant la regle de
d’Alembert. Soit C de module 1. Alors :

z
n2

n

1

n?’

Jon 7 n .
La série )_ nl—z étant convergente, on a la convergence absolue de }_ 121—2 en z. Cette série
converge en tout point du cercle C(R).

Exemple 3.111.9. — La série harmonique :
Zn
L
n>1
a rayon de convergence 1. Elle converge en z = —1, mais pas en z = 1. Cette série

converge en certain points du cercle C(R) mais pas en tous. Nous avons vu que z = 1 est
le seul point de divergence sur le cercle unitaire de la série harmonique.

3.IIL.D. Détermination pratique. — Dans la proposition suivante, on utilise la
convention 1/0 = +co et 1/+ co = 0.

Proposition 3.111.10 (Formule d’Hadamard). — Le rayon de convergence R d'une
série entiere ) a,z" satisfait a :

1 . 1
— =limsupla,]|=.

R n—o00
Démonstration. — Posons :

. 1
L =limsupl|a,|.
n—00

donc L € [0,+0o0]. Pour tout 02 € C,on a:
limsup|an(,”|rlf =L|C].
n—00
D’apres la regle de Cauchy[2.11.9, on voit que :
— siL =0, alors ) a,C" converge absolument quel que soit ¢ € €, donc R = +oo.
— s8i L =+o0, alors } 4, (" n'est borné que pour ¢ =0, donc R=0.
— si0<R<+c0:
— si|C| < %, alors ) a,C" converge absolument;
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— si|C|> %, alors a,,C" n’est pas bornée, ainsi )_a,C" diverge.
De cette analyse on voit que 1/L = R. O

Proposition 3.111.11. — Soit ) a,z" une série entiere, et supposons que

(|an+1|)
lanl /,

ait une limite L € [0,+o0]. Alors le rayon de convergence de ) a,z" est %

Démonstration. — C’est le méme raisonnement que pour la réegle d’Hadamard, cette
fois en utilisant la regle de d’Alembert au lieu de celle de Cauchy. O

3.IV. Continuité des séries entiéres, convergence uniforme

Soit ) a,z" une série entiere. On définit, pour tout C € € point de convergence de

cette série, la fonction :
(o]

fO=) ac".
n=0
Le but de cette partie est de montrer qu’'une fonction définie comme somme d’une
série entiére est continue a 'intérieur du disque de convergence. Pour le faire, nous
passons par un cadre beaucoup plus large en considérant des séries de fonctions,
en soulignant que la propriété de continuité de la limite découle de la convergence
uniforme.

3.IV.A. Convergence uniforme. — La convergence uniforme est la notion qu’on
utilise pour étudier la convergence des suites de fonctions. Le voisinage d’une fonc-
tion est considéré en tant que voisinage pour la norme uniforme, ou norme infini.
Autrement dit, on regardera pour une fonction f bornée sur une partie P de C ou de
IR, le sup de |f(C)| sur C € P. Commengons par introduire la convergence simple.

3.IV.A.1. Convergence simple d’une suite de fonctions. — Soit (f,) une suite de fonc-
tions, bornées sur une partie P de C, a valeurs dans C, et f une fonction définie sur
P, a valeurs dans C.

Définition 3.IV.1. — On dit que (f,) converge simplement vers f si, pour tout € P :

Bien sir, on peut donner des définitions analogues pour des suites de fonctions a
variable réelle, et/ou a valeurs dans IR.

Exemple 3.IV.2. — Soit, pour n > 1, f,(x) = x" définie sur P =]0,1[. Il est clair que,
pour tout x € P,on a lim,,_,,,(x") = 0, donc (f,) converge simplement vers la fonction
f =0, définie aussi sur P. De méme si P = D(0,1) la suite (f,,) définie par f,(z) = z"
converge vers la fonction nulle.
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3.IV.A.2. Norme uniforme. — On fixe une partie P C C et on définit la norme uni-
forme d’une fonction f bornée sur P & valeurs dans €. On peut aussi considérer f a
valeurs réelles, ou de variable réelle et obtenir des définitions analogues.

Définition 3.IV.3. — Soit f : € — C définie sur P C C. On pose, pour f bornée sur
P:

Iflleo = suplf(C),

CcepP
autrement on pose ||f||,, = +c0.
Remarque 3.IV.4. — La fonction |||, est une norme sur I'’ensemble des fonctions
bornées sur P.
Démonstration. — On a, pour f,g bornées sur P :
(8) I1f +8lloo <11flloo +11€lleo-

En effet, pour tout L € P,on a

If (@) + (O < If (O +18(C)] < suplf (C)[ + suplg(Ca)l = [If lleo + 18leor

CIEP CQEP
donc on a (8) en prenant le sup sur C € P.

De plus, si f est définie P et ||f||,, = 0 alors sup,p|f(C)| = 0 donc [f(C)| = 0 quel
que soit z€ P,i.e. f = 0. Enfinsi A € C alors:

1A flleo = suplAf(O)l = [Alsupl f(O) = [Alllf [l oo-
cepP cepP
O

3.1V.A.3. Convergence uniforme d’une suite de fonctions. — Soit (f,)) une suite de fonc-
tions, définies sur une partie P de € ou de R, a valeurs dans C, et f une fonction
définie sur P, a valeurs dans C.

Définition 3.IV.5. — On dit que (f,) converge uniformément vers f si, pour tout € > 0
il existe un entier N tel que, quel que soit n > N, on ait :

Ifn = flle <&

Lemme 3.IV.6. — Si (f,) converge uniformément vers f dans P, alors ( f,) converge sim-
plement vers f dans P.

Démonstration. — Soit C € P et fixons € > 0. Il existe alors N tel que :
nzN=|fy-fllo <e

Donc, pour tout C € P :
n=N = |f,(C)- f(O)|<e.
Ainsi (f,()) tend vers f(C) lorsque n tend vers oo. O
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Exemple 3.IV.7. — Reprenons l'exemple donc f,(x) = x" pour tout x €]0,1[.
On voit que (f,;) ne converge pas uniformément. En effet, si (f,) convergeait uni-
formément, alors forcément ce serait vers la fonction nulle f = 0 car (f,,) converge
déja simplement vers f. Cependant, fixons 0 < € < 1 et supposons qu’il existe ng tel
que n > ng implique sup,plf,(x)— f(x)| < &, 1. e. x" = |x" - 0| < € pour tout x €]0,1[, en
particulier x"0 < ¢. Bien str xg = el/mo €]0,1[, donc xgo = ¢, contre I’hypothese x"0 < ¢
pour tout x €]0, 1[.

Si en revanche on fixe P =]0,1/2], alors la convergence est uniforme. En effet, soit
€ > 0. Comme 1/2" tend vers 0, on peut trouver n, tel que 1/2" < ¢, quel que soit
n > ng. Ainsi, par croissance de la fonction x”, on a x" < 1/2" < ¢ pour tout x €]0,1/2[
et n > ng, autrement dit sup,p|f,,(x) — f(x)| < €.

Exemple 3.1V.8. — Soit k € IN. La suite de fonctions f,(x) = x*/(x% +n) converge sim-
plement sur R vers f = 0. Pour k =0ona 0 < f, <1/n, ce qui entraine la convergence
uniforme sur IR. Pour k >1ona:
xk=1 5
(x) = ———=((k—2)x" + kn).

£ = (k=20 k)
Le sup sur Rde |f,(x)| est n71/2/2sik = 1, 0u 1 pour k = 2, ou +co si k > 3. Pour k = 0, 1
la convergence est donc uniforme sur IR, tandis que pour k > 2 on a convergence
simple mais pas uniforme.

3.1V.A.4. Suites de fonctions uniformément de Cauchy. — Nous allons voir mainte-
nant que, si une suite de fonctions est a valeurs complexes (ou réelles) alors la
condition d’étre de uniformément de Cauchy (a définir) est équivalente a celle
d’étre uniformément convergente. Autrement dit nous allons montrer un résultat
de complétude pour la norme uniforme.

On fixe toujours une partie P C C et on regarde une suite de fonctions (f,) dont le
domaine de définition est contenu dans P, a valeurs dans C.

Définition 3.IV.9. — On dit que (f,) est uniformément de Cauchy sur P si, pour tout
€ > 0 il existe un entier N tel que, quel que soit n,m > N, on ait :

”fn _fm”oo <é&.

Théoreme 3.IV.10. — Une suite de fonctions définies sur une partie P de C est uni-
formément de Cauchy si et seulement si elle est uniformément convergente.

Démonstration. — Soit (f,) une suite uniformément convergente vers f dans P.
Alors pour tout € > 0 il existe N € IN tel que n > N implique :
€
Ifo = flla < 5-

Alors pour tout n,m >N on a:

1= Fillo W= Flloa +1f = fill < 5 + 5 = &

Donc la suite est uniformément de Cauchy.
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Réciproquement, soit (f,,) uniformément de Cauchy sur P. Alors pour tout C € P
on a (f,(C)) de Cauchy dans C, donc (f,,(C)) est convergente : notons f () la limite.

Montrons alors que (f,,) converge uniformément vers f dans P. Soit € > 0, et N tel
que n,m > N implique :

e
I = fulls < 5-
Nous allons montrer que, sin>N,ona:
Ifu—flloo <e

Ce sera le cas si, pour tout C € P, on a ||£,,(C) — f(Q)|| < %

Soit alors C € P. Comme la suite (f,,(C)) tend vers f(C), il existe M = M(¢,C) tel
que, pour tout m > M on ait :

(€)= FlO< 5.
Quel que soit m € IN, on peut utiliser 'inégalité :

(0 = FOI < Il )= Ful O + £l ©) = F(O),
et si m > max(M, N) on en déduit :

£u(0) = FION< Iful©) = finl Q)] + g.

Or comme m,n > N on trouve |f,(C) = fu(O)l < ||y = finllo < 5- Donc :

2¢

(@)= FOI< S
ce qui termine la preuve. O
3.IV.B. Convergence normale et uniforme des séries de fonctions. — La conver-

gente normale, que nous avons vu pour les séries entiéres, peut étre définie plus en
général pour les séries de fonctions.

3.IV.B.1. Convergence uniforme d’une série de fonctions. — On peut définir des séries
de fonctions a partir des suites de fonctions, simplement en prenant la somme jus-
qu’a un rang fixé des termes d’une suite.

Lemme 3.IV.11. — Soit }_ f, une série de fonctions définies sur P C C. Alors )_f,, est
uniformément convergente sur P si et seulement si pour tout € > 0 il existe N € IN tel que
n>N et p >0 impliquent :

SUPlfys 1 (C)+ -+ + frap(O)l < &

CcepP

Démonstration. — En effet, cette condition est équivalente a ce que la suite des
sommes partielles de }_ f,, soit uniformément de Cauchy, ce qui équivaut a ce qu’elle
soit uniformément convergente. O
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3.IV.B.2. Convergence normale d’une série de fonctions. —

Définition 3.IV.12. — Soit ) f,, une série de fonctions définies sur une partie P de
C, a valeurs dans C. On dit que }_ f, converge normalement sur P s’il existe une série
numérique convergente ) u, telle que :

fulloo < th.

Proposition 3.IV.13. — Soit }_ f,, une série de fonctions normalement convergente dans
une partie P C C. Alors ) f, converge uniformément dans P.

Démonstration. — Soit ) u, une série positive convergente qui domine )_ f, sur P, i.
e. telle que pour tout C € P on ait |f,(C)| < u,. Alors pour tout e Pon a:

Suplan(C) te +fn+p(C)| < Suplfn+1 (Cl)l Tt Suplfn+p(Cp)| SUppptet Unip <é&,
cepP C1€P CPEP

la derniere inégalité étant valide pour tout n > N et p > 0, ou N existe en vertu
du fait que, la série ) u, étant convergente, sa suite des sommes partielles est de
Cauchy. O

3.IV.C. Continuité de la limite uniforme. —

3.IV.C.1. Continuité d’une fonction de variable complexe. — Soit (g € C. Soit P une
partie de Cet f : P — C une application.

Définition 3.IV.14. — On dit que f est définie au voisinage de Cy si, pour tout r > 0,
le domaine de définition P de f intercepte D(Cy, 1), i. e. il existe C € P N D(Cy, 7).

Ceci équivaut a ce que (g soit dans I'adhérence du domaine de définition de f.
Pour une fonction définie au voisinage de Cy on peut formuler la définition de limite.

Définition 3.IV.15. — Soit f : P — C définie au voisinage de {j € C et soit w € C. On
dit que f tend vers w en (g, noté limg_¢, f(C)=w,siVe>0il existe un 6 > 0 tel que:

CePND(Co8) = If(0)-ul <e.

Si f est définie en g, on dit que f est continue en Cq silim¢_¢, f(C) = f(Co)-

Pour ce qui concerne la limite vers l'infini, on pense que f : P — C est définie dans
un voisinage de 'infini si le domaine de définition P de f intercepte le complément
de tout disque centré en l'origine, i. e. si, pour tout ry > 0 fixé, il existe C € P avec
IC| > 7o.

Dans ce cas on écrit lim;_,, f(z) = w si, pour tout € > 0, il existe R tel que, si C € P
et|C| =R, alors [f(C)—w|<e.
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3.IV.C.2. Limite uniforme : échange de limites et continuité. — Le résultat suivant ex-
prime le fait fondamental suivant : pour une suite de fonctions (f,,) uniformément
convergente, on peut intervertir les passages a la limite en ¢ — (g et n — co.

Théoreme 3.IV.16. — Soit (f,,) une suite de fonctions a valeurs complexes ou réelles,
définies sur une partie P de C ou de R et soit Ty dans l'adhérence de P. Supposons que (f,)
converge vers f, uniformément en P, et que les limites suivantes existent finies :

lim =Wy,
Jim fu(C) = wy
lim w, = w.
Alors f est définie au voisinage de C et :
lim f(C)=w.

C—0Co

En particulier, si les f,, sont continues en Cg alors f l'est.

Démonstration. — D’abord, Cy appartient a 'adhérence de P et (f,,) converge ponc-
tuellement vers f sur P donc P est dans le domaine de définition de f, ainsi {j ap-
partient a I’adhérence du domaine de définition de f, i. e. f est définie au voisinage
de Co.

Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe 6 > 0 tel que, pour tout C € D(Cy,8)NP, on
ait :

F(€)—wl<e.

Par convergence uniforme de (f,,) sur P il existe N € IN tel que, pour tout n > N, on

ait :
&

suplfy(C) = f(C)] < 3.
ceP

Il existe aussi M tel que, pour tout n > M, on ait :
|lw,, —w| < ¢
n 3 .
Prenons n > max(N, M). Il existe o > 0 tel que, pour tout C € D(Cy,0) N P, on ait :
€
|fn(c) _wn| < 5
Alors :
1f(C) = wl| < If(C) = ful O +1u(C) —wnl + |lwy, —w[ < e.

Pour l'affirmation sur la continuité, on remplace w, par f,(Cy), donc f, continue
en (o équivaut a lim¢_,¢, f,(C) = w,. On a alors que lim,,_,o, w,, = f(Cp). En effet, (f,)
converge ponctuellement vers f sur P, donc en (g, ce qui veut dire lim,,_,, f,,(Cg) =
f(Co)- La conclusion lim¢_,¢, f(C) = w signifie donc que f est continue en (. O

Le résultat du théoréme peut se reformuler en disant que, sous ’hypothése de
convergence uniforme, on peut échanger les limites :

lim lim £,(C)= lim lim f,(C).
n—)oo()ﬂco

C—Co o

En effet, a gauche nous avons lim;_,¢, f(C) et a droite w = lim,,_,o, w,,.
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Exemple 3.IV.17. — En reprenant l’exemple |3.IV.2}, on voit que si la convergence
n’est pas uniforme l'interversion des limites n’est pas possible a priori. En effet, pour
P =10,1] et f,(x) = x", la suite (f,) converge vers la fonction f qui prend valeur
f(x)=0pourxe[0,1[ et f(1)=1. Ainsi:
lim lim f,(x) = lin}f(x) =0=f(1)
—00 X—

x—1ln
Par contre :

lim lim f,,(x) = lim 1" = 1.
n—oox—1 n—oo

Aussi, les fonctions f, sont continues et méme indéfiniment dérivables mais f n’est
pas continue.

Corollaire 3.1V.18. — Une série entiére est continue en tout point a l'intérieur du disque
de convergence.

Démonstration. — La série entiére est une suite de fonctions polynomiales, donc
évidemment continues. La convergence vers la somme de la série étant normale
(donc uniforme) dans le disque de convergence, on a la continuité de la fonction
somme de la série. O

3.V. Dérivation de séries

3.V.A. Dérivation au sens complexe. —

Définition 3.V.1. — Soit f une fonction a valeurs complexes, définie sur un disque
ouvert centré en Cy. On dit que f est C-dérivable en C si la limite suivante existe
finie :

i[O =1 C0)

=t C=0Co
Si la dérivée existe, alors on la note :

f(Co)-

3.V.B. Série entiére dérivée. —
Définition 3.V.2. — Soit ) a,z" une série entiere. On appelle série entiere dérivée :

E na,z" .

3.V.B.1. Rayon de convergence de la série dérivée. —

Lemme 3.V.3. — Soient (u,), (v,) suites numériques, avec (u,) convergente vers un réel
a=0. Alors l'ensemble des valeurs d’adhérence de (u,v,,) est :

{ab | b est valeur d’adhérence de (v,,)}.

En particulier, sia> 0 :

limsup(u,v,)=alimsupv,.
n—oo n—00
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Démonstration. — Si b € R est valeur d’adhérence de (v,,), alors il existe une suite
extraite (v, ) qui converge vers b donc :

lim (u,, v, )= ab,

k—o0
ainsi ab est valeur d’adhérence de (u,v,).

De méme si +oo est valeur d’adhérence de (v,) alors on peut trouver une suite
extraite (v, ) de (v,) qui tend vers +co. Ainsi, sia > 0, (u,, v,, ) tend aussi vers +oo car
limy_, 1y, = aetlimy_,, v, = +00. De méme sia < 0 on trouve limy_,q, Uy, v, = —00.
Donc dans tous les cas ab est valeur d’adhérence de (u,v,,) lorsque b = +00. De méme
pour —co.

Réciproquement, si c € R est valeur d’adhérence de (u,v,,) alors il existe une suite
extraite (u,, v,, ) qui converge vers c. Comme (u,, ) tend vers a= 0, on a:
lim (v, ) = c/a,
k—o00
Ainsi, b = c¢/a est valeur d’adhérence de (v,,). Si +oo est valeur d’adhérence de (u,v,,),
alors il existe une suite extraite (u,, v, ) qui tend vers +co. Or (1/u,, ) tend vers 1/a €
IR*, donc (v, ) tends vers le produit de 1/a et +oo, i. e. vers +oo si a > 0 et vers —oo si
a < 0. De méme pour —co. Dans tous les cas, on a ¢/a valeur d’adhérence de (v,,).
L’énoncé concernant la limite supérieure vient du fait que celle-ci est le maximum
parmi les valeurs d’adhérence, et que, sia>0:

amax{b | b valeur d’adhérence de (v,)} = max{c | c valeur d’adhérence de (u,v,)}

O

Proposition 3.V.4. — Soit ) a,z" une série entiere de rayon de convergence R. Alors la
série dérivée Y na,z""! a aussi rayon de convergence R.

Démonstration. — On voit que Y na,z""! et ¥ na,z" ont le méme rayon de conver-
gente. En effet, pour tout neINet CiCona:

|nancn|:|CHnancn_lL

Donc (na,(") et bornée si et seulement si (na, (') I'est.
Maintenant par la formule d’"Hadamard on voit que )_#na,z" et }_a,z" ont le méme

rayon de convergence. En effet, soit R’ le rayon de convergence de } na,z" et R le

rayon de convergence de ) a,z". Alors :

1

n

1
(9) — = limsup|nan|% =limsupl|a,|
R’ n—00 n—00

|

En effet,on a :

1
lim nv = lim exp(—ln(n)) =e'=1.
n—oo n—oo n

donc le lemme précédent garantit 1’égalité (9). O
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3.V.B.2. Dérivabilité complexe d’une série entiere. —

Théoréme 3.V.5. — La fonction f définie par une série entiere ) a,z" dans le disque de
convergence D(R) est C-dérivable et en tout point Cy € D(R) ona :

(o)

f(Co)=) nacy.

n=0

Démonstration. — Soit C € D(R)\ {Cp}. On a:

f(C)=f(Co) _ C
T G Zvn(C),

n=0

avec :

n—1

v,(0) = a,(C" + T2+ -+ TR G ) = ay chcg—k—l.
k=0

Choisissons alors 0 < r < R de sorte que C,y € D(r). On a alors :

n—1 n-1

a(Ol =|a, ) cfeptt <) fa,cFey ™! <
k=0 k=0

n-1

n—1
k —k-1 k. .n—k-1
<) laallcFCol™ 1 < Y Jayr ek = njay .
k=0

k=0

La série ) ,nla,|r" converge puisque la série dérivée converge absolument a
I'intérieur de son disque de convergence, c’est a dire D(R). Ainsi la série de fonc-
tions ) v, converge normalement, donc uniformément sur D(r). De plus, chacune
des fonctions v, est polynomiale donc continue sur €, donc ) v, converge vers une
fonction g continue, définie sur D(r). Ainsi, comme y € D(r), la limite :

. fQ)=f(Co)
g(CO) B Ch—>HClo C—Cy

existe, ainsi (o) = g(Cp) existe et f est dérivable en ;.
Enfin en remplacant C par Cy dans 'expression de v, (C) on voit que g(Cp) est la

somme de la série dérivée Y na,z"! calculée en (. O
3.V.B.3. Indéfinie dérivabilité. —
Corollaire 3.V.6. — Une fonction f définie comme somme d’une série entiere ) a,z" est

indéfiniment C-dérivable a I'intérieur du rayon de convergence R. On a, pour tout k > 0
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et tout C € D(R) :

3.VI. Développement en série entiére en 0

Définition 3.VI.1. — Soit g une fonction de variable complexe définie dans une par-
tie P de C contenant 0. On dit que g est développable en série entiere sur un disque de
rayon r > 0 s’il existe une série entiére ) a,z" de rayon de convergence R > r telle
que, pour tout C € D(r), on ait :

(o9

3(0)=) al"
n=0
Définition 3.VI.2. — Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un disque D(r)
avec r > 0. On appelle alors série de Taylor de f la série entiere :
(0
Zanzn, avec a,, défini par : a, = f n!( ).
Exemple 3.VI.3. — La fonction g(z) = 1%2 est développable en série entiere sur D(1),

la série entiere en question étant )_z".

La proposition suivante dit qu'une fonction développable en série entiére coincide
avec la somme de sa série de Taylor en un voisinage de 0.

Proposition 3.VI.4. — Soit g développable en série entiere sur un disque D(0,r), avec
r > 0. Alors g est indéfiniment dérivable sur D(0,r) et le développement est ) a,z" avec
a, = g"(0)/n!.

Démonstration. — Soit ¢ développable en série entiére sur D(0,r). Alors g coincide
en tout point de D(0, ) avec la fonction f somme de la série ) a,z" qui représente
sont développement en 0. Comme f est indéfiniment dérivable sur D(0,r), g aussi
Lest.

De plus, pour tout entier k € IN,on a :

§%(0) = F®(0) = ktay,

d’apres 'expression de la dérivée d’ordre k de } 4,z" en 0. On en obtient 'expression
cherchée pour le développement. O
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Lorsqu’on on analyse une fonction autour de 0, il faut faire attention a ce qu’elle
soit développable avant de conclure qu’elle coincide avec la somme de sa série
de Taylor. En effet, I'exemple classique suivant montre qu’'un fonction peut étre
indéfiniment dérivable sans pour autant étre développable.

Exemple 3.VL.5. — Considérons la fonction g : IR* — IR définie par :

g(x) = exp(;—;).

Comme lim,_,5g(x) = 0, on prolonge g par continuité a IR en posant g(0) = 0.
On voit que g est indéfiniment dérivable en 0 au sens réel, mais que g n’est pas
développable en série entiere en 0. En effet, toutes les dérivées de g s’annulent en 0,
donc si ¢ admettait un développement en série entiére en 0, celui-ci s’identifierait
avec la série de Taylor de g, qui est identiquement nulle. Par conséquent, on aurait
un intervalle | —r,7[ avec r > 0 ol ¢ serait identiquement nulle. Mais g(x) = 0, pour
tout x = 0.

3.VI.A. Séries de Taylor classiques. —

3.VILA.1. Exponentielle. — La série entiére exponentielle ) %z” a rayon de conver-
gence infini. La fonction exponentielle e* = exp(z) est définie sur € par :

oo
1
et = Z—C”.
n!
n=0
3.VLA.2. Logarithme. — La série entiere harmonique }_ %z” a rayon de convergence

1. A l'intérieur du disque de convergence D(0,1)on a:
(_1 n+1

ln(C+1):Z 71 o,

n=1

La formule ci-dessus vaut (d’aprés analyse de la série harmonique sur son cercle de
convergence) pour tout ¢ de module 1 hormis pour ¢ =-1.

3.VI.A.3. Puissance. — Soit a € €. On a, pour C € D(0,1) :

— ala—1)---(a—n+1)
(1+0)* =explaln(1+C)) =1+ "
; nn-1)---1
3.VI.LA.4. Sinus et cosinus. — Les fonctions sinus et cosinus sont définies par les
séries entiéres suivantes, de rayon de convergence infini.
. v (=D o
sin(@) = )_ Qn+1)”
n=0
_ C (_1)11 2n
con0)= 3 S

=
Il
o
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La fonction tangente fait apparaitre les nombres de Bernoulli (B,,), définis par la
relation suivante, valide pour |x| < 27 :

(o9

X _Vy Bua
e*—1 n!
n=0

On a alors le développement en série, de rayon de convergence 77/2 :

[o¢]

tan(@) = ) JBanl o 0

3.VLA.5. Sinus et cosinus hyperboliqgues. — Les fonctions sinus et cosinus hyperbo-
liques sont définies par les séries entieres suivantes, de rayon de convergence infini.

n=1

sinh(C) =

n

1

2n+1
(2n+1)!c ’

Il
o

1

cosh(C) = ) e

gt

1

La tangente hyperbolique a rayon de convergence 1t/2 et s’écrit :

(9]

_ 4n(4n — 1) 2n-1
tan(C) = ;BZ”(Z—n)!C :
3.VI.A.6. Fonctions trigonométriques et hyperboliques inverses. — Les développement

en série entiére des fonctions arcsinus, arccosinus et arctangente ont rayon de conver-
gence 1:

. C (2n)! s
arcsm(c’:Zannmcz g

&
Il
o

arccos(c) = E — ZWLCZH+I,

2 L 2(2n+1)
(D) o
h(7) = n+l
arsh(¢) ;411(;1!)2(2“ ne
_ S (_1)11 2n+1
artan(({) = Z 1 ¢,
n=0
o 1
th — 2n+l.
arth(0)= ) ¢
n=0
3.VL.B. Critéere de développabilité. — Soit n un entier. Rappelons qu'une fonction

de variable réelle est de classe C" sur une partie P de R si f est dérivable n fois

sur P et f(") est continue sur P. On suppose pour le moment connu le théoréme
fondamental du calcul intégral, voir [4.IV.2] Celui-ci affirme en particulier que, si f
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est une fonction de classe C!' sur un intervalle borné I et a € I alors pour tout x € [
ona:

(10) f<x>=f<a>+f (0.

Théoréme 3.VI.6. — Soit R> 0, =[-R,R].

i) Soit f de classe C™1 sur I, alors pour toutxelona:

", r(k) X (y_ 4\
fo=) P, e = [ S s
k=0 '

n!

ii) Soit f de classe C*° sur I et supposons qu’il existe (u,) telle que lim,,_,, "’;1—1?’1 =0et
que pour tout x € I on ait :

I (x)] <y,

alors f est développable en série entiere sur 1.

Démonstration. — D’abord, (i) est valide pour n = 0 d’apres la formule (10). On sup-
pose donc, pour n € IN* fixé, que (i) soit valide au rang n — 1 et on montre que cela
entraine la validité de (i) rang .

On intégre p,, par parties, du fait que f(") est une primitive de f"+1) :

Pu(x) = L B pl gy =

n!

_ (X - t)n (n) r=x _ * —n(x B t)rﬁl (n) —
== FU(8) o jo — fY(t)dt =
n X _ \n—1 n
=70 [ E =T 0 o),

Ainsi, comme on suppose (i) valide au rang n— 1, on obtient :

n-1 (k) 0 n=1 ) 0 n
f(x):éf 2D iy = Y LD X004, ),

ce qui prouve que (i) valide au rang n. Ainsi (i) est montrée par récurrence sur #.

Pour (fi), on note o la somme partielle de la série de Taylor :

" k)

o,(x) = Zf k!( )xk, pour tout n € I,
k=0

donc f,(x) = 0,(x) + p,,(x), pour tout n € IN. On a f développable en série au point

x € I silim,_,,, p,(x) = 0, autrement dit si (p,) converge simplement vers 0 sur I.

On écrit donc, pour n € IN et x € [0, R], par croissance de l'intégrale (voir remarque
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4.1.7)
Tl -t (n+1)
lon@ < | =" (e)]dt <
g n!
x 1 |t=x
lx —¢|" —(x—t)"
<u dt=u _— =
= n+1J(; n! n+l (n+1)! o
_ Ml nn Uy RMH
(n+1)! T o(m+1)
Sous I’hypothése lim,,_, ., ""n—lfn = 0 on a donc que (p,(x)) converge vers 0. De méme si
x € [-R,0]. Ceci montre que f est développable en série entiére sur I. O
Remarque 3.VI.7. — Supposons qu’il existe une constante M,b € R, tels que, pour
tout n € IN et tout x € [-R,R], on ait :
| (x)] < Mb".
Alors on peut poser, pour tout n € IN, u,, = Mb" et on obtient :
R" M(bR)"
lim 2 = lim (bR) =0.
n—oo n! n—oo n:

Donc dans ce cas les hypotheses du théoreme précédent sont satisfaites. Ceci montre,
par exemple, que les fonctions sinus et cosinus sont développables en série entiere.

3.VIL. Opération sur les séries
3.VII.A. Combinaison linéaire et produit. —

Théoréme 3.VIL.1. — Soit ) a,z" et ) b,z" séries entiéres, et notons R et S, respective-
ment, leurs rayons de convergence.

i) Pour tout A, u € C, considérons la série entiére :

) (Aay+ pby)z"
et notons T son rayon de convergence. Alorson a :
T > min(R, S),

et pour tout C € D(T), la somme de cette série vaut :

(59

Z(/\an +ub,)C".

n=0

ii) Soit U le rayon de convergence de la série entiére :
n
chz”, Cp= Z“kbn—k-
k=0

U > min(R,S),
et la somme de cette série converge vers le produit de sommes des deux séries.

Alors :
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Démonstration. — Soit r € IR non négatif tel que r <min(R,S). Alors les suites (a,r")
et (b,r") sont bornées, disons par M et N. Il est alors clair que ((Aa, + pub,)r") est
bornée :

(Aay + pby)r"| < |Aayr"| + |pbyr"| < [AIM +|u|N.
Ainsi :
sup{r € [0,+o0[| ((Aa, + ub,)r") est bornée} > min(R, S).

Pour le produit, on utilise a peu prés le méme raisonnement. En effet, pour tout

point C € € a I'intérieur du plus petit des deux disques de convergence, on a :
Y a,C" et ) b,C" absolument convergentes.

Donc nous pouvons utiliser nos résultats sur le produit de séries positives conver-
gentes pour dire que ) ¢,C" converge absolument, car :

n

n
lenC"| =) aibniflCl" < ) lagb, ilicl”,
k=0

k=0

et cette derniére série est convergente. Ceci montre que U > min(R, S).
Ensuite, si on note s,(C), t,(C) et u,(C) les sommes partielles jusqu’au rang n de
Y a,C", Y b,C"et) c,C". Ce quon veut montrer est :

lim (s,t, —u,)=0.

n—o00
Ecrivons explicitement ce terme. C'est :
Z aibjCi+j — Z uibjC”j = Z aibjCi+j.
0<i,j<n 0<i+j<n 0<i,j<n
i+j>n+1

Nous savons, par le résultat sur le produit de séries positives, que :

;}Lrgo(|5ntn| - |un|) =0.

Y laib = Y labc M= ) lagbic™)

0<i,j<n 0<i+j<n 0<i,j<n
i+j>n+1

Donc:

tend vers 0 lorsque n tend vers co. Mais :

Z tlib]'Ci+j < Z |[libjci+j|:

0<i,j<n 0<i,j<n

i+j>n+1 i+j>n+1
donc |s,t, — u,| tend aussi vers 0 lorsque n tend vers oo. O
3.VIL.B. Suites doubles. — Cette partie sert surtout de préparation a la composi-

tion de séries entiéres. Cependant, elle peut étre lue indépendamment de celle-ci,
pour le moment on se soucie de série numériques a double entrée.
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3.VIL.B.1. Convergence uniforme de suites doubles. — Dans le méme esprit que le
théoreme d’interversion de limites, nous pouvons traiter les suites doubles (u,,,) :
IN> — €. On considére (4,,p) comme une suite de fonctions (f,) ou f, : N — C est
définie par f,(p) = u; . Une fonction f sur P = IN est identifiée a une suite f = (v,)
définie par f(p) = vy, pour tout p € IN. Ainsi, la norme infini sur P = INde f = (v,) est :

Iflles = suplvp|,
peiN

sila suite (v,) est bornée, ou ||f||, = +co autrement.

Une suite (f,) est identifiée a une suite double (u,,,) définie, pour n,p € IN, par
unp = fu(p). La suite (f,) converge uniformément vers f si, pour tout ¢ > 0 il existe
ne € IN tel que, si n > n,, alors :

If = fulloo = Sup|un,p _vpl <E.
peIN

Proposition 3.VIL.2. — Soit (uy,,,) une suite double et notons f,(p) = u,,. Suppo-
sons que (f,) soit uniformément convergente sur IN et que, pour tout n € IN, on ait
lim,_, oy, = w, € Cavec (w,) convergente. Alors :

lim lim u,, = lim lim u, .
p—oon—oco n—ocop—oo

Démonstration. — Soit € > 0 et n; € IN tel que n > n; implique |w,, —w| < &/3, ot w
est la limite de (w,,) i. e.:

w= lim w, = lim lim u, .
n—o00 n—oop—oo

Soit f la limite uniforme de (f,) et notons v, = f(p). On a facilement v, =
lim,,_, u,,p pour tout p. Soit n, € N tel que, pour n > n,, on ait :

&
—fll. < =.
ol < &
Pour peiNona |un,p _Vpl <fu—fllo < /3.

Choisissons n > max{ny,#,}. On a alors :

2¢e

|vp _wl < Iw _wnl + |un,p _wnl + |un,p _Vpl < |un,p _wnl + ?

Il existe pg € IN tel que, pour pour p > py, on ait |u, , —w,| < &/3. Donc pour p > py on
a:

2¢e
[vp —wl| <luyp —wy,|+ 3 <e.
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3.VIL.B.2. Fubinidiscret. — Le théoréme de Fubini discret porte le méme nom que le
théoréme de Fubini d’interversion des bornes pour les intégrales doubles et consiste
aussi a intervertir les bornes, cette fois d’une série double.

Théoreme 3.VIL.3. — Soit (u,,,) une suite complexe double. Supposons que :
i) pour tout n € N, la série }_, u, , est absolument convergente;
ii) la série ), Z;io|”n,p| est convergente.
Alors on a la formule d’inversion :
(o] [o9) (o) (o9
) ) tap=) ) tnp
n=0 p=0 p=0n=0

est une

., . p
Démonstration. — On pose g,(p) = Z]-:O Uy, et z, = Z]?(:’o
série positive convergente. Soit f,, = Y "', g;. Nous avons ainsi une suite de fonctions
(fa) sur IN, donnée par une suite double que I'on note (G,,,), liées par :

n n p
Gup=FulP)=) _&(p)=) ) uij.
k=0

k=0 j=0

D’apreés la proposition |3.VIL.2} il suffit de montrer que (f,) converge uniformément
sur IN et que, pour tout n € IN, on ait lim, .., G, , = w, € C avec (w,) suite conver-
gente. En effet, on aura alors :

(o) (o) (o)
ZZM"P = lim lim an = lim lim an ZZM”P'

1n—00 p—>0c0 p—00 h—00 .
n=0 p=0 p=0n=0

Vérifions donc les conditions de la proposition. D’abord, (f,) = ), g, converge
uniformément si ) g, converge normalement sur IN, ce qui est le cas car ) z,
converge et :

P

p 00
Igolls =sep Y g <sup ) ugl= ) il =z
pE|N j:0 j:()

NJj=o
Ensuite, pour n € IN on a que lim,_,,, G, , existe. En effet, Zp Uy, converge (car
elle converge absolument) donc on peut écrire par somme (finie) de limites :

lim G, = lim E E Uy, = lim E uy,j = E E U,
k=0 j=0 k=0 j=0

Enfin, si on note w, = Y |, Zj:o uy,; on doit montrer que (w,) =}, Z]?io Uy, i
converge. C’est le cas, car )z converge et :

i i i‘uk'j‘ < z.

j=0



3.VIL. OPERATION SUR LES SERIES 67

Deuxieme preuve. — On donne une démonstration du théoréme ne faisant pas appel

a la proposition |3.VIL.2| On pose g,(p) = Z;}:o Upj et w, =) 32
est une série positive convergente.
Observons que )_g, est une série de fonctions normalement convergente sur IN

car:
P 14 ©
”gn( Zun,j <sup Z|Mn,j| < Z‘un,j| =Wy,
peiN =0 =0

N|j=0

et ) ,-oWwy, est une série convergente.

On pose G, = )_!' ;g et on obtient une suite (G,) de fonctions uniformément
convergente sur IN, vers la fonction G : IN - € définie comme somme de la série i. e.

par:
© x© P
= Zgn(p) = ZZun’j.
n=0

n=0 j=0
Remarquons que, pour j € N, }_, u, ; converge absolument, car }_w, converge et :

(o]

it < D _Jitnp| = .

p=0
Donc, par somme finie de séries convergentes on obtient :
P oo
=) ) i
j=0 n=0

Maintenant, nous allons vérifier que lim,_,, G,,(p) existe finie pour tout p € IN et
lim,,_, 1im,_,, G, (p) existe finie.

Pour tout i € IN, on a Zp u;, absolument convergente, donc lim,_,gi(p) =
Z;’f’zo u; , existe finie. Par somme finie de limites on écrit donc, pour tout n € IN :

tim Y o) Z Jimm 5i(p)
i=0

et cette limite existe finie. Pour n € IN, on a donc :

p )
Jim, Gulp —,}:I&Z& Z,}E&& =) Jim) wi=) ) wi

i=0 j=0 i=0 p=0

=

n

Enfin il faut vérifier que lim,_,., G, (p) existe finie. Mais ceci est clair car :

(9] (e
D_tip| <) Juipl=wn
p=0

p=0
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et ) w, converge. On peut donc appliquer la proposition|3.VIL.2|et écrire :

) )ty = Jim, Jim Gu(p) = lim lim Gu(p) =
n=0 p=0
p (o) [ <IN
= fmGp)=fim ) ) =) )ty
j=0 n=0 p=0n=0
O
Remarque 3.VII.4. — L’échange entre somme et limite n’est plus valide en général
si la convergence est simple mais pas uniforme. Par exemple, on peut considérer :
D p
np — .
PT nrp)nrp-1)

On obtient lim,_,o u,, = 0 donc } 37, lim,_,, u,, = 0. Par contre, comme u,,, =
n/(n+p)—(n-1)/(n+p—1),la somme partielle jusqu’au rang n vaut n/(n + p), ainsi
Y e Unp =1 donclim, o Y 37 1y, = 1.

3.VII.C. Composition et inversion de séries. — Nous allons voir ici qu’il est pos-
sible, sous certaines conditions portant sur les rayons de convergence, de remplacer
la variable d’une série entiére par la somme d’une deuxiéme série entiere, en obte-
nant une fonction qui s’avere étre la somme d’une nouvelle série entiére.

3.VIL.C.1. Série composée. Le théoréme de Fubini discret permet d’étudier la
composition de séries entieres, ce qui revient a remplacer la variable d’une série
entiére par la fonction somme d’une deuxiéme série entiére. Il en résulte (sous cer-
taines hypothéses portant sur les rayons de convergence) une fonction qui est encore
la somme d’une série entiere.

Théoréme 3.VIL.5. — Soit ) a,z" et) b,z" séries entiéres, de rayon de convergence R >
0 et S >0, et notons respectivement f et g les fonctions somme des deux séries. Supposons
qu’il existe a € R, avec 0 < a < S, tel que :

anm" <R
n=0

Alors il existe une série entiere )_c,z", de rayon de convergence T > a, telle que pour tout
C e D(a) on ait :

(o9

Y el = F(g(0).

n=0

Démonstration. — Soit C € €, avec |C| < @.On a || < S donc g(C) est défini. On pose :

G(0) =) Ibllct".
n=0

Ceci est bien défini aussi. Notre hypothese est G(a) < R.
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Soit n € IN. On s’intéresse a g(C)", qui peut étre exprimé comme somme de la série
obtenue comme produit de #n fois la série ):prP avec elle-méme, autrement dit :

g(r,)"=i D by Ch

p=0iy+-+iy=p
Posons :
dup= ) biyeobi,
i)+t =p

Upp = andn,pCp,

donc |un’p| = la,lld,,,|ICIP. On a alors :

) =) dypC?,
p=0

FEEN=YY =Yty

n=0p=0 n=0 p=0

D’apres I’hypotheése || < a :

|g<¢)"|si ) |bi1|---|bi,,||C|Psi Y bl la? = Gla)".

p=01iy+-+i,=p p=01iy+-+i,=p

Puisque G(a) < R, la série } |a,|G(a)" est convergente. Il en est alors de méme de
Y a,8(C)", car |a,||g(C)|" converge par majoration de séries positives. Par construction

Y a,8(C)" converge vers f(g(C)).
On peut alors écrire, d’apres le théoréme d’interversion [3.VII.3|ou de Fubini dis-

cret:
f(g(C)) = Zzandn,pcp-

p=0n=0
ce qui exprime bien f(g(C)) comme somme d’une série entiere, en posant ¢, =
Y0 4ndy,p ce qui correspond a écrire f(g(C)) = Z;’;’zo cpCP. O

3.VIL.C.2. Inverse d’une série. — La composition des séries permet d’écrire I'inverse
d’une série entiére ne s’annulant pas en 0.

Proposition 3.VII.6. — Soit ) c,z" une série entiére, de rayon de convergence R > 0 et
avec ¢g = 0. Alors il existe une série entiere ) d,z" de rayon de convergence S > 0 telle
que, pour tout C € C avec |C| < min(R, S), on ait :

o))

n=0
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Démonstration. — Soit h(C) =) ;7 ¢,C" pour |C| < R. Posons :
1 1 ©
g(C)=1-—h({C)=-—) c,C",
Co Co o
donc :

L'inverse de h(C) peut alors s’écrire :

11 1
hC) e 1-g(C)

On consideére alors la série entiére % Y z",derayon de convergence 1, et de somme
1/cg en 0. La fonction f somme de cette série est :

11 1,
f(C)ZEHZanZC-

Nous pouvons écrire :
1 1 1
h(C) col-g

D’apres le théoréme sur la composition de séries entiéres, on cherche a €]0,R[ tel

que :
1 0
m Z|Cn|a" <1.
0 n=1

Posons G(z) = 1/|cg| Y = lcu|2", et remarquons que G(z) est continue sur D(0, R) avec
G(0) = 0. Il existe alors a > 0 tel que |G(a)| < 1. Le théoréme sur la composition de
séries entiéres s’applique et dit que :

© = £(8(Q)).

1 1
= fg0)=— ) g(0)"
o = f 8= ;g< )
est somme d’une série entiére ) ,” ,d,z" de rayon de convergence S > a > 0. O
Exercice 1. — On obtient les développements :
1 1 1 1o (-a\" , |b|
- L g R=1.
az+b b1+iz b%(b)z lal
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3.VIL.D. Fractions rationnelles. — Soit P, Q polyndmes a coefficients complexes
en la variable X, avec Q = 0 et considérons la fonction
P(C)
f(O) ==+
Q(0)

dont le domaine de définition est P = C\ Z(Q), ou Z(Q) = {C € €| Q(C) = 0} est
I’ensemble des racines de Q. Le théoréme de d’Alembert-Gauss affirme que I'on peut
écrire :

d

QX)=a] [(x-a)",

i=1
pour certains r; > 0 entiers et ou Z(Q) = {ay,..., a,}.

Théoréme 3.VIL.7. — Il existe uniques un polynome F et a;; € C pour i € {1,...,n} et
je{l,...,n;} tels que :

P(X) d U g
(D e

Si a; # 0 pour tout i, alors la fonction f est développable en série entiere autour de 0
avec un rayon de convergence égal a min{|ai|li =1,...,n}, le développement étant donné

comme somme de F et des développements de a; ;/(C — a;).

La recette pour développer f en série entiére est donc la suivante :
— Utiliser que, pour C € D(0,1) et r entier positif on a :

1 n+r-— .
(1-0) :Z( r-1 )C

n=0

— Déduire que, pour C € D(0,|a|),on a:

ERDIPINE o (i) I
(C—a) =) L artn ¢

— Ecrire F = Y b, X" puis pour ¢ € D(0,R) :

o, e D),
f0=55 Z +Z Vo [

i= ] 1

La démonstration du premier énoncé de ce théoréme releve de I’algébre et ne sera
pas proposée ici. Par contre, pour ce qui concerne 1’énoncé sur le développement de
f, tout découle des propriétés que nous avons déja analysées des rayons de conver-
gence des séries entiéres et de la sommation et unicité des développements en série.
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3.VIII. La fonction exponentielle complexe

Considérons la série entiere exponentielle, de rayon de convergence infini :
[Se)
e’ =exp(z) = z
SOPEE L

n>0
3.VIIL.A. Propriétés de base. —

Théoréme 3.VIIL.1. — La fonction exponentielle complexe est indéfiniment C-dérivable
sur C, prend valeurs dans C* = C\ {0} et pour tout z,w € C nous avons :

1
Ztw _ ,z2,W -z _
eFTY = e%ev, et =
De plus, la fonction exp est indéfiniment C-dérivable sur C et pour tout k > 1 sa dérivée
d’ordre k est la fonction exp elle méme.

Démonstration. — Soient z,w € C. Calculons e?e" :
[ (o] (o] n k 7k
e =Y ZNY Wy Yy R
n! n! k! (n—k)!
n>0 n>0 n>0 k=0
o0 n o0 n
1 n! k. n—k 1 M\ k. nk
= — — " = Z— Ziw"t =
Zn! Zk!(n—k)! n! k
n>0 k=0 n> k=0
— 1
= Z—(z+w)” =Y,
n>0 n

Ceci étant vrai pour n'importe quel z,w € C, on peut prendre w = —z et remarquer
% = 0 pour avoir e?¢™* = 1 donc e™? = elz
La dérivabilité est claire puisque notre série converge sur C, et la dérivée coincide

avec exp simplement en regardant les coefficients de la série dérivée. O

3.VIIL.B. Exponentielle réelle. —

Théoréme 3.VIIL.2. — L'exponentielle réelle est un isomorphisme de groupes :
exp: (R, +,0) = (Rsq, -, 1).

Démonstration. — Il est clair que I'exponentielle complexe se restreint a une fonc-
tion indéfiniment dérivable sur R, dont la dérivée est la fonction méme. Il est aussi
évident que e” > 0, quel que soit r > 0. Donc d’apres la relation e™" = % on voit que
e”" > 0 aussi pour tout r > 0. Donc exp est une application de R vers R.(, qui est un
morphisme du groupe (IR, +,0) vers (IRsg,, 1) d’apres les relations multiplicatives du
théoreme B.VIIL1]

De plus, 'exponentielle réelle est strictement croissante (donc injective) puisque
sa dérivée est partout strictement positive. On voit que la fonction exponentielle est
strictement convexe. On a aussi :

lim e* = +o0.
X—+00



3.VIII. LA FONCTION EXPONENTIELLE COMPLEXE 73

On en déduit que, pour tout y > 1, il existe x € R satisfaisant a ¢* > y, donc par
les valeurs intermédiaires (cf. plus loin la proposition on voit que y admet
un antécédent par rapport a 'exponentielle : c’est le logarithme naturel de y. Au
passage, ceci définit le nombre de Néper e = e! et la fonction logarithme natu-
rel ou népérien. Celle-ci est donc une application bijective indéfiniment dérivable
(Rsg,+,1) = (R, +,0). O

3.VIII.C. Exponentielle complexe et trigonométrie. —
Définition 3.VIIL.3. — On définit le sinus et cosinus d’un réel y par :
eV = cosy +isiny.
Théoreme 3.VIII.4. — L'exponentielle donne un morphisme de groupes surjectif :
(R,+,0) = (U,-1)
v e’¥ = cosy +isiny,
ou U est le cercle unitaire :
U={zeC||z|=1},
et R est I'axe iR C C. Le noyau de ce morphisme est 2miZ.

Démonstration. — D’abord, par séparation des parties réelle et imaginaire, de la re-
lation (e'*)’ = ie’™ on déduit les relations classiques :

cos’x = —sinx, sin’ x = cos x.
De la relation e’*e ™ = 1 on déduit :

2

cos®x +sin’x = 1.

On a cos(0) = 1, donc cosx > 0 pour tous les x dans un voisinage suffisamment
petit de 0. Par contre, il existe bien des réels x tels que cosx = 0. Autrement, on aurait
cosx > 0 pour tout x € R, donc sinx strictement croissante sur IR, , donc strictement
positive sur IR, . Ainsi, on pose :

g:]x, +oo[ > R
V- g(y) =cosy+psinx.
On aurait alors g indéfiniment dérivable et :
¢'(y) =—siny +sinx <0,
puisque sin est strictement croissante et x < y. Mais sinx > 0 et |cosy| < 1 donc :

lim g(p) = +co,

y—+oo

ce qui est une contradiction.
On définit alors w comme le double de la borne inférieure de I’ensemble des zéros
de la fonction cosinus, restreinte a ]0,+oco[— IR. On a alors :

cos(m/2) = 0.
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En effet, comme 7t/2 est la borne inférieure de l'ensemble X des zéros de cos, pour
tout n € IN on peut trouver un élément u, € X tel que 7/2 < u, < m, + 1/n. Donc
évidemment la suite (u,,) tend vers 7t/2, et comme cos(u,,) = 0 pour tout u,, on a aussi
cos(7t/2) = 0 par continuité. Ainsi :

sin(7t/2) =, 1

parce que cos est positive sur [0, 7t/2[, donc sin est croissante sur cet intervalle dons
sin(7t/2) > 0. On en obtient la formule célébre d’Euler :

e™ = 1.
Il s’en suit que, pour tout k € Z,on a:

ei(x+2k7'c) — ez'x’

donc l'exponentielle est périodique de période 2mi. L'affirmation sur le noyau de
I’exponentielle unitaire s’ensuit. Il est aussi clair par les valeurs intermédiaires (cf.
la proposition que sinx prend toutes les valeurs entre —1, et de méme pour
cos. Donc un point w € U s’écrit (a,b) avec a® + b? = 1. Supposons a,b > 0. 1l existe
alors x € [0,7t/2]. De plus, sinx? = b2 par soustraction de a? = cos?x de 1. Ainsi
sinx = +b, mais sinx > 0 pour x € [0,7t/2]. Quant aux valeurs (a,b) pas forcément

positives, on peut procéder par symétrie. O

3.VIIL.D. Interprétation algébrique. —

Théoreme 3.VIII.5. — L'exponentielle exp : € — C* est un morphisme surjectif de
groupes (C,+,0) — (C,-, 1) dont le noyau est 2inZ.

Démonstration. — 1l est clair que exp est un morphisme de groupes. En écrivant
z=x+1y, on voit que :
e = e*e'? = e¥(cosy +isiny).

On voit alors que I'exponentielle est surjective. En effet, étant donné w € C*, on écrira
w= IWIﬁ Or Iz_l € U donc il existe y € R tel que (cosy+isiny) = hu;_l; de plus bien str
il existe x € R tel que e* = |w|. Donc en posant z = x + iy on obtient * = w.

Ainsi I’exponentielle est surjective. Pour voir quelle est le noyau, on se demande
pour quels z € € a-t-on ¢* = 1. Si on écrit z = x + iy, on voir que e* = 1 et (cosy +
isiny)=1,doncx=0etye2miZ. O



CHAPITRE 4

L'INTEGRALE DE RIEMANN

Lintégrale de Riemann se définit de fagon élémentaire a travers les fonctions
en escalier ou alors via les sommes de Darboux. Nous introduirons ici les deux
procédés, aussi bien qu’'une définition équivalente a l'intégrabilité de Riemann a
travers les suites associées, plus proche des techniques propres de I'intégrale de Le-
besgue.

4.1. Fonctions intégrables au sens de Riemann

4.I.A. Fonctions en escalier. — La notion d’intégrabilité au sens de Riemann re-
pose sur le procédé d’approximation d’une fonction par des fonctions constantes
par morceaux, que l'on appelle fonctions en escalier.

4.1.A.1. Fonctions en escalier et subdivisions. — Une fonction est en escalier sur un
intervalle I = [4, b] si elle est constante par morceaux, les morceaux en question étant
définis a partir d’une subdivision de I en sous intervalles.

Définition 4.1.1. — Soit [a,b] un intervalle de R. Une subdivision de [a,b] est une
liste ordonnée de nombres o = (x,...,X,), avec x; € Ret :

a=xy<x;<--<x,=Db.
On appelle 7 la longueur de la subdivision. On appelle pas de la subdivision o la
quantité 6(o) suivante :
o(o) = max{x; —x;_1 | i €{1,...,n}}.
On dit qu’une subdivision ¢’ raffine ¢ si tous les points de ¢’ appartiennent a o. Si

o et 0’ sont subdivisions de I, on peut considérer la réunion ¢’ des points o et de o’
comme subdivision de I ; ¢” raffine a la fois o et ¢”’.

On peut donner la méme définition de subdivision lorsque I n’est pas fermé
comme subdivision de la cl6ture.

Soit [a,b] un intervalle de IR. Une fonction g sur [4, b] est dite en escalier s’il existe
une subdivision o = (xg,...,x,) et des constantes (my,...,m,) telles que g soit de la
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forme :

g(x)=m;,  Vxe€lxiy,xl
On note m = (my,...,m,). Pour dire que g est en escalier par rapport a la subdivision
0 =(xg<---<x,)del et que g(x) =m; pour tout i =1,...,n et i €|x;,_1,x;[ on écrira
g=E(o,m).
4.1.A.2. Intégrale de fonctions en escalier. — L'intégrale de g = E(o, m) sur la subdivi-
sion o est définie de la maniére suivante :

I(g,0)= ) mi(x;j=xi1).
i=1

On peut montrer que cette valeur ne dépend que de g, et non de la subdivision ¢ de

g choisie. On note alors :
b n
J g(t)dt = Zmi(xi —-Xi_1).
a i=1

Preuve que l'intégrale ne dépend pas de la subdivision. — Soit o’ obtenue de o en
ajoutant un seul point, i.e. :

o'=a=xy<x; <--<x_1<Y<x;<--<x,=b

Comme g(x) = m; pour tout x €]x;_1,x;[, on a g(x) = m; pour tout x €]x;_1,y[ et aussi
pour tout x €]y, x;[. De ce fait, on a que m;(x; —y) + m;(y — x;_1) = m;(x; —x;_1). Donc :

I(g,0) =1(g,0”).
Maintenant, il est clair que toute subdivision ¢’ plus fine que o s’obtient de o par un
nombre fini d’ajouts d’un point a la subdivision, ce qui ne change jamais l'intégrale.
On a alors I'indépendance de l'intégrale par raffinement de la subdivision.

Pour terminer la preuve, étant données deux subdivisions quelconque, on
considere leur réunion, qui constitue un raffinement des deux subdivisions a
la fois. Comme l’intégrale sur la réunion est égale aux deux intégrales d’apres
I'indépendance par raffinement, on voit que les deux intégrales sur les subdivisions
de départ sont égales. O

4.1.A.3. Propriété de 'intégrale d’une fonction en escalier. — Nous allons utiliser la
linéarité et la croissance de I'intégrale pour fonctions intégrables. Celles-ci découlent
de la linéarité et de la croissance de l'intégrale pour les fonctions en escalier.

Proposition 4.1.2. — Soit g et h fonctions en escalier sur un intervalle [a,b]. Alors pour
tout ,pueR, ona:

b

b b
J ()\g(t)+yh(t))dt:/\j g(t)dt+yf h(t)dt.

a

ng(t)dt < Lb h(t)dt.

Sig<h,alors:
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Démonstration. — On se place sur une subdivisons qui raffine a la fois celle de g et
celle de h, par exemple leur réunion. Le résultat sur la linéarité est alors évident.
Pour la majoration, on observe d’abord que si f est en escalier et positive, alors
son intégrale est positive; ce qui est évident. Pour conclure, on considére f =h—g et
on utilise la linéarité. O

4.I.B. Fonctions intégrables. — Nous pouvons maintenant définir l'intégrabilité
d’une fonction et décrire des classes de fonctions intégrables.

4.1.B.1. Fonctions intégrables et fonctions en escalier. — Nous donnons d’abord la
définitions de fonction intégrable au sens de Riemann (nous dirons simplement
intégrable) en termes de fonctions en escalier encadrant f.

Définition 4.1.3. — Soit f une fonction de variable réelle, définie sur un intervalle
compact [a,b] de IR. On dit que f est intégrable (au sens de Riemann) sur [, b] si, pour
tout € > 0, il existe g, fonctions en escalier sur [4,b], avec g< f <het:

b b
J h(t)dt —J g(t)dt < e.
a a
On peut remarquer que :

. b b .. b b
— Sig<h al.ors Ja g(t)dt < L h(t)d.t. A}n51, en tout cas Ja I.q(t)dt —Ja g(t)dt > 0.
— 11 est clair aussi qu'une fonction intégrable sur un intervalle compact est
bornée, puisqu’elle doit étre majorée et minorée par des fonctions en escaliers,
qui sont bornées.

Exemple 4.1.4 (Une fonction non intégrable). — Soit f la fonction définie sur
[0,1] € IR qui vaut 0 sur les rationnels et 1 sur les irrationnels. Alors g = 0 est le plus
grand minorant en escalier de f, et i = 1 en est le plus petit majorant en escalier de

f. Mais :
1 1
dt=0, h(t)dt =1,
Lg(t)t 0 JO (t)dt =1

donc [} h(t)dt — [, g(t)dt > 1.

4.1.B.2. Intégrale supérieure et inférieure. — Nous avons défini la notion de fonction
intégrable mais nous n’avons pas encore dit ce qu’est I'intégrale d’une telle fonction
f. On pourra le faire en utilisant les notions d’intégrale supérieure (ou inférieure)
définies comme borne inférieure (ou supérieure) des intégrales des fonctions en es-
calier qui majorent (ou minorent) notre fonction f. Quand ces deux intégrales sont
égales, on les appellera I'intégrale de f.

Définition 4.1.5. — Soit f une fonction de variable réelle, définie et bornée sur un
intervalle compact [a,b] de R. On note :

E_(f) ={g fonction en escalier sur [4,b] | g(x) < f(x),Vx € [a, b]}.
E.(f) = {h fonction en escalier sur [4,b] | h(x) > f(x),Vx € [a, b]}.
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Le premier de ces deux ensembles est non vide puisque f est minorée; le deuxieme
l’est car f est majorée. On définit alors les intégrales inférieure et supérieure de f :

b
L= sup | gt

gee(f)

b
L(f) = mfvrhUMt

he€.,(f)

Le prochain résultat montre que cette définition est bien posée et que les deux
intégrales, inférieure et supérieure, coincident si et seulement si f est intégrable.
Dans ce cas on définit Lf comme la valeur de l'intégrale inférieure et supérieure.

Théoreme 4.1.6. — Pour qu’une fonction bornée définie sur un intervalle compact de IR
soit intégrable, il faut et il suffit que I_(f)=1,(f). Dans ce cas on pose :

b
[ rwdi=r)=10

Si f est intégrable sur I et f coincide avec f sauf sur un nombre fini de points de I alors

f1 est intégrable sur I et :
[ =15
I I

Démonstration. — Soit f majorée par v et minorée par u sur [a,b]. Posons :

b
X_Z{J‘gndﬂge€4f§,

b
X+:{J\Mﬂdﬂh654f*.

Il est clair que tout élément de X, est un majorant de X_ et que tout élément de X_
est un minorant de X,. De plus, (b —a)u appartient a X_ et (b —a)v appartient a X,.
Les deux nombres I_(f) et I (f) existent donc finis et I_(f) < I,(f).

Revenons a la preuve. Soit f intégrable et fixons € > 0. Il existent alors x_ € X_ et
x, € X, telsque x, —x_<e.Onadonc:

0<L(f)-I(f) Sxy —x_<g¢,

donc :
L(f) = 1-(f)-
Réciproquement, si I, (f) =I_(f), écrivons a = I (f) = I_(f). D’apres les propriétés
des bornes inférieure et supérieure, pour tout € > 0 il existe alors x, € X, et x_ € X_
tels que :

< & S &
X a+ — X_ a— —.
* 2’ 2

Donc :
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Si f est intégrable sur I et f; coincide avec f sauf sur les points yy,...,p,, de I
alors on forme une subdivision 7 de I avec les points yy,...,7,,. Ainsi, si h et g sont
en escalier sur I et g < f < h, on peut supposer que g et h soient en escalier pour une
subdivision commune o puis former une nuovelle subdivision p de I par réunion
de o et yg,...,v,. On peut alors définir h; et g; en escalier sur la subdivision p en
déclarant g;(x) = g(x) et hy(x) = h(x) pour tout x dans 1'un des intervalles ouverts de
p, puis g1(x) = hy(x) = fi(x) pour tout point x point de p. On a donc Lgl = Lg et
L hy = L h. Ceci permet de voir que f; est aussi intégrable et que Lf = Lfl O

Remarque 4.1.7. — Si f; < f, sont intégrables sur [4, b], alors Iab fi(t)dt < Lb fa(t)dt.
De méme si f; < f, sauf pour un nombre fini de points de I.

Démonstration. — Si f; < f,, alors c’est clair, puisque £_(f;) C E_(f>). Si f1 < f, sauf
sur un nombre fini de points xy <--- < x,, de I, alors on peut modifier f; sur les points
en question afin d’obtenir une fonction g; < f, sur I et L f= L Q- O

4.I.C. Suites associées. — Une facon équivalente de définir la notion
d’intégrabilité d’une fonction f est par l'existence d’une suite de fonctions en
escalier (¢,) qui encadre f, avec I’étendue de I’encadrement (9,)) convergent vers 0
en intégrale.

Définition 4.1.8. — Soit f une fonction définie sur un intervalle compact [4,b]. Une
paire de suites de fonctions en escalier (¢, 9,,) est une suite associée a f si:

i) pour tout point x de [a,b] on a |f(x) — ¢, (x)| < 9,,(x);
if) onalim, [/ 9,(t)dt = 0.

Théoréme 4.1.9. — Une fonction f bornée sur un intervalle compact [a,b] y est
intégrable si et seulement si elle posséde une suite associée (¢,,, ;). Dans ce cas on a :

b b
lim (pn(t)dt:f f(t)dt.

n—o00

Démonstration. — Soit f intégrable. Pour tout n entier non nul, il existe alors deux
fonctions en escalier g, et h,, telles que :

b b
g <f <h, sur [a,b] et: J- h,,(t)dt—J- gu(t)dt < %

On pose alors :

hn —&n O = hn +8&u
27 " 2
Remarquons que ceci est équivalent aux relations :

8, =

hn =@u+t O 8 =Pn— .
On trouve donc :

(pn—Sn:gnSfShn=9n+(pn, 9, 20.
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Ceci veut dire :

|f _(Pn| < ‘971-

b 1(? 1 (P 1
L Sn(t)dt:EJ; g,,(t)dt—EL hy(t)dt < .

Ainsi, lim,,_,, |, 9, = 0.

De plus, on voit :

Réciproquement, si on part de (¢,,9,) suite associée a f, pour tout € > 0 il existe

N tel que Lb 9, (t)dt < /2, quel que soit n > N; de plus |f — ¢,| < 9,. Si on pose
hy =@, +9, et g, =¢,—9, de|f — @, <9I, on déduit g, < f < h,. De plus, on

trouve : b b b
J hn(t)dt—J gn(t)dtzzf 9,(t)dt < e.
a a a

Pour I’égalité des intégrales, on écrit ¢, -9, < f < ¢, +9,, donc :

Lh qon(t)dt—Lb ()t < Lbf(t)dt < Lh Pu(t)dt + Lb 9,(t)dt,

et on conclut, comme lim,,_,, Lb 9,(t)dt =0, que lim,,_,, Lb Qu(t)dt = Lbf(t)dt. O

4.1.D. Sommes de Darboux et sommes de Riemann. —

4.1.D.1. Sommes de Darboux. — La somme de Darboux (inférieure) d’une fonction f
sur un intervalle compact I associée a une subdivision ¢ de I est la somme des aires
des rectangles dont la basa est 1'un des intervalles définis par o et dont la hauteur est
la borne inférieure de f sur un cet intervalle. De méme on a une somme de Darboux
supérieure pour la borne supérieure. Ce qui nous intéresse est de montrer que ces
sommes convergent vers I'intégrale de f sur I si f est intégrable sur I.

Définition 4.1.10. — Soit f une fonction bornée sur un intervalle compact I et soit
0 =(xg <--- <x,) une subdivision de I. On note, pour i € {0,...,n} :

m; =inf(f(x)[x € [x;iy, ]},  m =sup{f(x)|x€[x;i 1, %]}

On appelle somme de Darboux inférieure et supérieure de f sur o les quantités D~(f, o)

et D*(f, o) suivantes :
Zm —X;_ 1 Zﬂ’l —Xi_ 1

Théoreme 4.1.11. — Une fonction bornée sur I est Riemann-intégrable sur I si et seule-
ment si pour tout € > 0 il existe o subdivision de I telle que :

D*(f,0)-D(f,0)<e.

Si f est intégrable sur I, pour toute subdivision Tt de l ona :

[revvo [r2000
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Démonstration. — Fixons € > 0. Supposons qu’il existe o subdivision de I telle que
D*(f,0)-D7(f,0) <e. Alors on définit g et h en escalier par g(x) = m; (f,0) et h(x) =
m?(f,o) pour tout i € {1,...,n} et pour tout x € [x;_y,x;[. On pose auss1 g(b) =h(b) =
f(b). On vérifie que g E_(f) et he £,(f), par exemple f < h car f(b) = h(b) et, pour
tout x € I\ {b} il existe i € {1,...,n} tel que x € [x;_1,x;[ donc f(x) S sup{f(y) |y €
[xi_1,%;]} = m(f,0) = h(x). On montre ensuite g < f par le méme raisonnement. On
a donc JI h—- Lg =D*(f,0)-D7(f,0) < ¢ et f est Riemann-intégrable.

Réciproquement, soit f intégrable sur I et fixons ¢ > 0. Il existe donc (g,h) €

E_(f)xE.(f) tel que:
h- <.
Jr=Js<s

Soit 0 = (xy < --- < x,,;) une subdivision pour laquelle g et ki sont en escalier. Il existe
donc py,...,pu,q1,---,9, € R tels que, pour tout i € {1,...,n} et pour un quelconque
X €]x;_1,%;[, on ait :

)< flx = qi-
Notons 6 = min{x;—x; 1 |i € |I1, n]] }> 0. Ona b > 0. Comme f estbornée sur I, il existe
une constante M € R, telle que |f(x)| < M pour tout x € I. Choisissons 1 €]0, 6/2] tel
que:

< .
T gnM
Considérons maintenant une nouvelle subdivision p = (yg < -+ < Vp,41) de I
définie de la facon suivante :
Yo=4,
Voi =X;—1], pourie{l,...,n},
y2i+1_xi+17! pourie{ol'-~1n_l}r
Yon+l = b.

I1 s’agit effectivement d’une subdivision de I, que l'on se représente comme suit :
a=x0=Y0 <Y1 <+ <P2i <Xj <Y2is1 <0 <YPop <YPops1 =Xy = b
En effet, comme # > 0, on a y,; < y,;41 pour chaque i € {0,...,n}. Aussi, comme 7 <
0/2, pour touti€{l,...,nfona 2y <o <x;—x;_ donc:
V2i —Y2i-1 =X =1 — (Xji-1 + 1) = x; —x;1 = 211 > 0.
Pour tout i € {1,...,n}, on obtient x;_ 1 < y,;_1 <Vp; < x; donc:
(v2i-1,¥2i] Clxio1, x4
Ainsi, pour tout i € {1,...,n} et tout x € [y5;_1,¥2;] on a f(x) > g(x) = p; et f(x) <
h(x) = q;, de sorte que :
my;(f,p) =inf{f (x) | x € [y2i-1,92i]} >
Zinf{ (x)|xe [y21 173’21]} =Pi
my(f,p) =sup{f(x) | x € [v2i_1,v2i ]} <
<sup{h(x) | x € [2i-1,%2i]} = qi-
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On obtient une majoration de la partie paire de D*(f,p), c’est-a-dire :

n n n
(11) Zm;(fx P)(¥2i —V2i-1) < Z%’(}’zz’ —¥2i-1) < Z%‘(xi —Xj_1) = L h.
i:l i:l i:]

D’un autre c6té, pour i € {1,...,n—1} on a y,;,1 — yo; = 2y tandis que y; —yy =17 et
VYont1 — Yon = 1. Aussi, pour tout i € {1,...,2n+1}ona:
mt (f,0) = suplf(x) | x € [x,_1,x ) < supllf ()] | x € I} < M.
Ainsi on peut majorer la partie impaire de D*(f, p) comme suit :

n—1

Z"@H (f,0)W2is1 — v2i) + My (f, 0) (W1 —v0) + M5, 1 (f, 0)(V2ns1 —V2i) =
io1
n-1 n-1

&
=21 ;maﬂ(ﬂp) 0y (f,p) + 1, (fp) < 21 ;M M+ M =2nnM < .
1= 1=
Donc :
- &
(12) ;maﬂ(f,p)(yzm ~V2i) < -
1=

Majorons maintenant D*(f,p). En utilisant et on obtient :

2n+1

D¥(f,p)= ) mi(f,p)pi=yi1) =
i=1

n n
€
= 3 Moo= psia) + ) (o) —ya) < [ e g
i=1 i=0
De la méme maniére on obtient :

D‘(f,p)ZLg—i

On en déduit finalement :

’ -D~ £_ LB EL
D*(f.p) D(f,P)S_Lh+4 Lg+4<2+2 €.

Enfin, si f est intégrable sur I et T = (yg < --- < y,,) est une subdivision de I alors on
définit la fonction en escalier g par g(x) = m; six €lyj_1,¥;, pour tout j € {1,...,m},
ou l'on choisit n'importe quelle valeur pour g sur les points y;, pour j € {0,...,m}.

Alors, comme g < f sauf sur un nombre fini de points, on a:

D(fo)= [ g £

De méme on obtient Lf <D*(f, ). O
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Lemme 4.1.12. — Si T est une subdivision qui raffine o, alors :
D™(f,0)<D™(f,7);  D*(f,0)2D*(f,7).
Démonstration. — Nous écrivons la preuve uniquement pour la somme de Darboux

inférieure. Soit 0 = (xg <--- < x,) et T = (yg <--- <y;,). Comme 7 raffine o, pour tout
i €10,...,n} il existe un et un seul r; € {0,...,m]} tel que x; = y,.. Notons, pour tout
ie{l,...,nfetje{l,...,m}:

Li=[xic,xil, T =1[wj-1,9i]
Ainsi, pour tout i € {1,...,n}, I'intervalle I; de o s’écrit comme réunion d’inter-
valles J;, pour j € {r;_1 +1,...,7;}. En effet, T s’écrit :

(a:x():yio <”‘<;‘)r,~—1 <xi :yr,‘ <yr,‘+1 <“‘<;‘)rn :xn :b)
Autrement dit, pour tout i € {1,...,n}, sur 'intervalle I; on a :
xi—l :yf,'_l <yr,-_1+l < <yr,-—1 <y7’,‘ :xl"
Pour je{r,_;+1,...,r;}, comme J;Clj,ona:
m; (f,0) =inf{f(x) | x € [;} <inf{f (x) [ x € J;} = m} (f, 7).
On obtient :

n n T
D (f,0)=) mi(f,o)lI)=) )  m(f,0)(;)<
=1 i=1 j=r1+1
n T
<) ) mi(f,0e)=D(f,0)
i=1 ]':T,',lJrl
O

4.1.D.2. Sommes de Riemann. — Une somme de Riemann d’une fonction f subor-

donnée a une subdivision o d’un intervalle compact I est une sommations de va-
leurs de f prises a des points zy,...,z, appartenant aux # intervalles définis par o,
chacune multipliée par I’étendue de l'intervalle en question. Le résultat principal
est que, si f est intégrable sur I, alors ces sommations tendent vers Lf lorsque le
pas des subdivisions devient suffisamment petit.

Définition 4.1.13. — Soita<b e R, 0 = (xg <--- < x,) une subdivision de I = [a,b],
f : I — IR une application et & = (zy,...,2,) avec z; € [x;_1,x;] pour tout i € {1,...,n}.
On appelle somme de Riemann de f relative a £ la quantité S(f, &) suivante :

S(f,6)=) fla(xi—xi1)
i=1

On appelle parfois & des points de contrdle subordonnés a la subdivision o.

Théoréme 4.1.14. — Soit f intégrable sur I. Alors :

hgosu,a):flf-

o(o



84 CHAPITRE 4. 'INTEGRALE DE RIEMANN

L’énoncé du théoreme signifie que, pour tout ¢ > 0 il existe 0y > 0 tel que, étant
donnée une subdivision o de I de pas 6(d) < 9g et quel que soit le choix des points
de contrdle & subordonnésa o,on a:

[ 7-si.0

La conséquence que nous utiliserons le plus souvent sera pour les subdivisions de
pas constant, i. e., constituées pour 1 € IN, des points x; = a+i%%, en choisissant les

n’
points de contrdle z; = x;, auquel cas on obtient :

n b
Egiig;f&+ib;“):J;fawt

Preuve du Théoréemel4.1.14 — Le schéma de la preuve est le suivant :
— On veut montrer que, pour tout € > 0, il existe oy > 0 tel que toute subdivision
o de pas (o) < 9 satisfait, quel que soit £ subordonné a o :

Lf—gSS(f,é)SL]We.

— 11 existe d’abord 7 subdivision telle que D*(f,t) — D~ (f, 1) < ¢/2 donc telle
que:

<E.

[r-pp0<s o= [r<s

— On observe que D™(f,0) < S(f,&) et S(f, &) < D*(f,0).
— On considére la réunion p de o et 7 et on rappelle :

D (f,7)<D"(f,p),  D*(f,p)<D*(f,7).

— On montre (c’est 'essentiel de la preuve) que D™ (f,0) > D™ (f,p) - 5 si 6(0) <
0g, pour un certain 9y bien choisi en fonction de ||f||.,, €(I) et 7.
— On en déduit :

&

S(f,E)ZD_(f,a)ZD_(f,p)—g _D‘(f,T)—% ZJ; _E_g :Lf—s.

On a ensuite de fagon similaire S(f,&) < L +¢, ce qui termine la preuve.
Détaillons maintenant la démonstration. Soit ¢ > 0. Comme f est intégrable sur I,
par le théoréme [4.1.11]il existe une subdivision 7 = (yy,...,v;,) de I telle que :

(13) osDWﬂﬂ—Lf<; Osﬁf—D(ﬁﬂsdz

Quitte a ajouter un point a 7, on peut supposer m > 1. Soit # = min{y; —y;_1 | i €
{1,...,m}} le minimum des longueurs des intervalles de 7. On sait que f est bornée
sur I donc il existe M € R tel que |f| < M sur I. Choisissons ¢ €]0,7/2[ tel que :

£

(14) 60<—4(m—1)M'
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Notre objectif est de montrer que, si 0 = (xy <--- < x,,) est une subdivision de I de
pas 0(a) < og et £ =(zy,...,2,) sont des points de controle subordonnés a o, alors :

Lf—gﬁs(f,é)éﬁfhe.

D’abord on remarque que D™(f,0) < S(f,&) < D*(f,0). Ainsi, il suffit de montrer
Lf —e<D (f,0)et D*(f,0) < Lf + ¢, ce qui ne dépend plus des points de contréle
£ sinon uniquement de o.

Nous montrons seulement la premiere inégalité, a savoir D™ (f,0) > Lf — €.
Puisque garantit D™(f,7) > [, f —&/2, il suffit de montrer D(f,0) > D™(f,7) -
/2.

Considérons la subdivision p réunion de 7 et o. Pour I’écrire, remarquons que
comme 6(0) < dg < /2, pour tout j = 1,...,m il existe k € {1,...,n} tel que x; €
19j-1,9;[- Pour tout j € {1,...,m}, notons K; I'intervalle fermé a gauche et ouvert a
droite K; = [3/]‘—1:}/]'[- Ainsi, posons :

hj =minf{k € {1,...,n} | x; € Kj},
kj =max{k € {1,...,n}| x; € K;}.
Pour je{l,...,m—1}, on a la relation fondamentale :
hj+1 = k] +1.
Ainsi, aux extrémes de chaque intervalle Kj ona:

'“<xkj71 <¥j-1 th]. <"'<Xk]. <j thjﬂ <.

Autrement dit, la subdivision p s’écrit :

(a=y0=2xp, <+ <X, <Y1 < Xp, <o <X <Y S Xy <o <X, <Yy =Xy = b),
a ceci pres que, si Yj = Xp;,, pour un certain j € {1,...,m — 1}, alors on efface Xhjy
Toutefois, pour le calcul de la somme de Darboux subordonnée a la subdivision p,
on peut également garder les points p; et x;, , lorsque ceux-ci sont confondus.

Ceci constitue une subdivision qui raffine 7, donc d’apreés le lemme [4.1.12|on a
D~(f,p) 2 D~(f, 7). On s’est ramené a montrer D™(f,0) > D~ (f,p)—¢€/2.

Pour montrer cette derniére inégalité, on observe que la différence D~ (f,p) —
D~(f,0) est positive. Cette différence n'apparait qu’a cause des intervalles (dont le
deuxiéme peut étre réduit a un seul point si y; et x;, , sont confondus) de la forme

[xk],,yj] et [y]-,xhj+1 |, pour j=1,...,m—1. Plus précisément, si on pose, j=1,...,m—1:
aj =inf{f (x)[x € [xk;, v;]},
Bj = inf{f (x) | x € [y, xp,, I}
et on note I; = [x;_1,x;] pour tout i € {1,...,n}, alors on trouve, comme k; + 1 = h;; :
m=1
D (f,p)-D"(f,0) = Zaj(}’j = xg) + Bj(ny,, —9j) =y, (F,0)0Iy,, ).

]

j=1
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Puis, comme comme f <M sur tout I, pour tout j=1,...,m—lonaa; <M, ; <M.
De méme, pour tout i =1,...,nona -m; (f,0) <|f| < M. Ainsi, comme k; + 1 = h;; :

m—1
D(f,p)~ M((y) = xi;) + (enyyy =97)) = (F0) (g, —xk) =
j=1
m-1 m—1
= ) (M= (f,0) 00, — k) S2M ) (i, — ) <
j=1 j=1
< 2M(m—1)8(0) < 2M(m—1)8y < <,

2

la derniére inégalité venant de (14). On conclut que D™(f,0) > D™(f,p) — /2, ce qui
acheve la preuve.
O

4.I1. Classes de fonctions intégrables
L'objectif ici est de montrer que certaines classes de fonctions (monotone, conti-

nues) sont bien intégrales au sens de Riemann.

4.11.A. Intégrabilité des fonctions monotones. — La classe plus immédiate de
fonctions intégrables est celle des fonctions monotones sur un intervalle compact.

Théoreme 4.11.1. — Une fonction monotone sur un intervalle compact y est intégrable.

Démonstration. — Soit [a,b] 'intervalle en question et f monotone sur [4, b], disons
f croissante. Soit n > 1 un entier. On définit une subdivision de pas constant 6 en
posant :

5=272
n

Xp = a+ko, k=0,...,n

Nous définissons deux fonctions en escalier g et h en posant, pour tout i € {0,...,n}
etx e [x;i_1,x]:

§(x) = f(xi-1), h(x) = f(xi),
et g(b) = f(b) = h(b). Par monotonie de f, on a alors g < f < h sur [a,b]. De plus :

b b n
| e | gtnnde=) w0 00) - fio) =

I
=
&

= f(xo-1))0 = (f(b) = f(a) —.

11 suffit de choisir n assez grand pour que le nombre (f(b) —f(a))% soit inférieur

a g, et on aura l'intégrabilité de f. O
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4.11.B. Intégrabilité des fonctions continues, continuité uniforme. — L’autre
classe majeure de fonctions intégrables au sens de Riemann est celle des fonctions
continues. Pour s’en rendre compte, on passera par la notion de continuité uniforme.

4.11.B.1. Continuité uniforme. — La notion de continuité uniforme est assez natu-
rellement inspirée par la question suivante : pour une fonction continue f sur un
intervalle I, étant fixé un seuil ¢ > 0, peut-on choisir uniformément le degré 6 de
proximité des points x et y de I pour que f(x) et f() soient e-proches?

Définition 4.11.2. — Soit f une fonction de variable réelle a valeurs réels ou com-
plexes, définie sur un intervalle I de IR. On dit que f est uniformément continue sur I
si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € I, on ait :

k—vl<d=|f(x)-fly)| <e

Remarque 4.11.3. — La définition de continuité uniforme sur I differe de celle de
continuité en tout point de I uniquement par une interversion de quantificateurs.
On voit immédiatement que, si f est uniformément continue sur I, alors elle est
continue en tout point x de I.

4.11.B.2. Théoréme de Heine. — Le théoreme de Heine répond par l'affirmative a la
question du départ du choix uniforme de 0 par rapport aux points de l'intervalle I
des lors que I est compact.

Théoreme 4.11.4. — Soit f une fonction continue sur un intervalle compact P de R.
Alors f est uniformément continue sur P.

Démonstration. — Soit f continue sur P = [a,b]. Montrons par 'absurde que f est
uniformément continue sur P. Supposons donc qu’il existe € > 0 tel que, pour tout
0> 0, on puisse trouver x,y € P tels que [x—y| < 6 et [f(x) - f(y)| > €, et montrons que
ceci conduit a un absurde.

Etant donné un tel € > 0, choisissons & = 1/n pour tout n entier positif. On en
déduit I'existence de (x,,,y,) € P x P tels que :

P A O S

On applique le théoréme de Bolzano-Weierstrass a (x,,) C P. Il existe alors une
suite extraite (x,, ) convergente vers un point x € P. De méme, il existe une suite ex-
traite (y,, ) de (y,, ) convergente vers un point y € P. On sait aussi que (x,, ) converge

j j

vers x en tant que suite extraite de (x,,, ).
Par continuité de f enxety,ona:

lim fxy, )= £ lim f(3,,) = f(3).

jooo

On voit facilement que Mk 2 ] donc :

1
o =B < )= F o ) 2
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Ainsi, il est clair que :
lim|x,, — =0,
]—)oo| Vlk]. yi’lk],|
i.e.x=7y,et:

lim | f () = f(yn )] = 1f () = FR) 2 e

jooo
Mais, comme x =y, on a |f(x)— f(y)| = 0 > ¢, ce qui contredit € > 0. O
4.11.B.3. Intégrabilité des fonctions uniformément continues. — On peut enfin appli-

quer la notion de continuité uniforme a I'intégrabilité des fonctions continues.

Théoréme 4.11.5. — Une fonction continue sur un intervalle compact est intégrable.
Démonstration. — Fixons € > 0 et soit [a, b] I'intervalle en question. Bien str on peut
supposer b = a. Choisissons un ¢’ > 0 tel que :
P
4b-a)

On sait qu'une fonction f continue sur un intervalle compact est uniformément
continue d’apres le théoréeme de Heine. On peut alors trouver 6 > 0 tel que, pour
tout x,y € [a,b], |x —y| < 6 implique :

[f(x)-fp)l <&’

Comme R est archimédien, on peut trouver un entier n assez grand pour que :

b-alf)-f@l e . _b-e_,
n 2 n
ol nous avons posé y = (b —a)/n. Prenons une subdivision réguliére de notre inter-
valle [a,b] de pas constant y,i.e. 0 =(xg <---<x,)ou xx =a+ky.
Définissons maintenant deux fonctions en escalier g et h qui encadrent f. Aux
points x; = a+ ky de la subdivision, on pose g(xx) = f(xx) = h(x). Sur les points x
des intervalles ouverts |xx_1,x;[ pour k=1,...,n on pose :

g(x)=flxe1) =€ h(x)=flx)+¢.
On a alors que f < h, car x € [a, b] est soit 'un des x; (auquel cas I’encadrement est
évident) ou appartient a intervalle de la forme ]x;_1,x¢[, donc |x — x| <y <0, ainsi:

f(x) €lf (xx) =€, f(xx) + €'[= f(x) <h(x).
De méme |x—x;_1| < 6 donc |f (x)—f(xx_1)| < €', en particulier f(x) > f(x;_1)—¢" = g(x).
Finalement, on calcule :

b b n
[ e [ gwar =) ytrmo- s+ 26 -
a a =1

=2nye +y(f(b)~f(a
=2nye’ +y|f(b)-f(a
<2(b-a)e’ +

~—

) <

~

<

€
<-t+z-=¢
2

N m

€
2
Ceci montre que f est intégrable. O
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4.111. Propriétés fondamentales de I'intégrale de Riemann

Ici nous allons aborder quelques propriétés de base de 'intégrale de Riemann, a
savoir sa linéarité, son comportement par rapport a la valeur absolue, la relation de
Chasles, sa positivité.

4.IT1.A. Linéarité de I'intégrale. — L’intégrale est linéaire comme application sur
I’espace des fonctions intégrables.

Proposition 4.111.1. — Soit [ et g fonctions intégrables (au sens de Riemann) sur un
intervalle [a, b], et soient A,y € R. Alors Af + ug est intégrable et :

b b b
[Fas+ugunai=a [ soaren [ g

Démonstration. — Soit (@, 9,) et (¢,,1,) suites associées a f et g. Montrons que
(A@y, + ppy, |A1S,, + |pln,) est associée a (Af + pug). D’abord, on a :

IAf + 1g = (A + ppu)l S IAf = @ul + [pillg = Pl < TSy + [l

Ensuite, d’apres les propriétés déja montrées sur les fonctions en escaliers, on
trouve :

b b b
f <|A|sn<t)+|u|nn(t))dt:|A|f sn(t>dt+|ﬂ|f (),

ce qui tend vers 0 lorsque n tend vers co. Ainsi Af + ug est intégrable sur [a, b]. Pour
en calculer I'intégrale, on écrit alors :

b b
[ ar s ngiode= lim [, + e -

n—o0

= /\J;bf(t)dt+;4J;bg(t)dt.

b b
=) lim @u(t)dt + p lim f Y, (t)dt =
a n—o00 a

O

4.III.B. Croissance de I’intégrale. — La croissance de I'intégrale se manifeste des
lors qu’on prend la valeur absolue de la fonction a intégrer. Voyons comment.

Proposition 4.I11.2. — Soit f < g intégrables sur un intervalle compact [a, b]. Alors :

Lbf(t)dt < ng(t)dt.

De plus, on a |f| intégrable sur [a,b] et :
b
< [ ircoar.
a

Lbf(t)dt
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En particulier, si |f| < M sur [a, b], alors :

b
F(t)dt| < M(b—a).

Démonstration. — Nous avons déja montré le premier énoncé dans la remarque
4.1.7]
On peut en fournir une deuxieme preuve. Il suffit de montrer que, si h > 0 est

e s b

intégrable sur [a,b], alors fa h(t)dt > 0 : en effet on pourra alors poser h = g — f
et ’énoncé suivra. Par contre, si i > 0 son intégrale est évidemment supérieure ou
égale a 0, la fonction 0 étant en escalier d’intégrale nulle.

Le dernier énoncé est aussi évident une fois montré le deuxiéme, on s’appréte
donc a démontrer celui-ci. On prend alors (¢,,9,) une suite associée a f et on
considere (|¢,|,9,). On a bien sir :

“fl - |({)n” < |f _(Pnl < Sn:
donc |f| est intégrable sur [4, b]. De plus, par continuité de la norme on a :

Lbf(t)dt j @, (t)dt <7}L1&Lb|¢n(t)|dt:Lb|f(t)|dt,

I'inégalité ne faisant intervenir que ¢,, étant bien sur justifiée pour des fonctions en
escalier. 0

= lim
n—-o00

4.111.B.1. Additivité de 'intégrale sur les intervalles. — L’additivité de I'intégrale par
rapport au découpage de l'intervalle d’intégration est l'outil que nous développons
ici.

4.111.B.2. Relation de Chasles. — La relation de Chasles permet de découper 'inter-
valle d’intégration d’une fonction.

Proposition 4.I11.3. — Soit f définie sur [a,b]. Alors on a f est intégrable sur [a,b] si
et seulement si, pour tout ¢ €|a, b|, elle est intégrable sur [a,c] et [c,b] et dans ce cas on a :

f foa= | s dt+f £t

Démonstration. — D’abord, I’égalité souhaitée est claire pour les fonctions en esca-
lier. En effet, si g est une telle fonction sur [a,b], bien évidemment les restrictions
de f a[a,c] et [c,b] sont en escalier. De plus, étant donnée une subdivision de g, on
pourra la raffiner a 0 = (xg <--- < x,) avec x; = ¢ pour un certain k et avec g(x) = m;
pour x €]x;_q,x;[. Donc :

n

b n k
J g(x)dxzzmi(xi_xi 1 Zml —Xi_1)+ Z m;i(x; —Xj_1) =
a i=1

i= i=k+1

= LC g(x)dx + J;bg(x)dx.
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Soit f intégrable sur [a, D] et soit (¢, 9,) une suite associée a f. Alors les restric-
tions de @, et 9, 4 [4,c] et [c, b] donnent deux suites de fonctions en escalier (¢;,, 9;,)
et (¢,),9,)), satisfaisant a |f — @, | < 9, sur [a,c] et |f — ;]| <9, sur [c,b]. De plus

b c b
0=lim | 9,(t)dt=1lim | 9, (t)dt+ lim | 9/ (t)dt,
c

n—o0 a n—-o0 a n—-o0 n

.. b
donc les deux limites, lorsque n tend vers oo, de LC 9, (t)dt et L 9;/(t)dt sont nulles,
en étant non négatives et leur somme étant nulle.

De plus en passant a la limite dans LC (pn(x)dx+fcb Qu(x)dx = Lb @, (x)dx on obtient

[P fwde= [ foyde+ [0 f(d.

On montre facilement la réciproque en considérant la réunion de deux suites as-

sociées a fl, ] etfl,) comme une suite associée a f. O
4.1I1.B.3. Inversion des bornes. — En pose, lorsque a<b :
a b
f f(t)dt:—f f(t)dt.
b a
Proposition 4.111.4. — Si a,b,c € R, et f est intégrable sur [min(a,b,c), max(a,b,c)],
alorson a:
b c c
f f(t)dt+J‘ f(t)dt = f f(t)dt.
a b a
4.111.B.4. Fonction d’intégrale nulle. — Le résultat suivant est trés utile afin de

considérer l'intégrale comme une norme sur ’ensemble des fonctions continues.

Proposition 4.I11.5. — Pour qu’un fonction f continue et positive sur un intervalle
compact ait intégrale nulle, il faut et il suffit que f soit nulle.

Démonstration. — Evidemment si f = 0, I'intégrale de f vaut 0. En revanche, soit
[a,b] notre intervalle , si f # 0, disons f(xy) > 0 pour un certain xy € [a,b] alors par
continuité il existe un intervalle [c, d], avec ¢ < d, de sorte que [c,d] soit contenu dans
[a,b] et contienne xg, tel que f(x) > N, N étant un réel positif, et ce quel que soit
x € [c,d]. Ainsi :

b d d
j f(t)dtzf f(t)dtzj Ndt=N(d-¢c)>0,
a [ Cc
ce qui est absurde. O

4.II1.C. Produit de fonctions intégrables, Cauchy-Schwarz. — L’inégalité de
Cauchy-Schwarz est une inégalité fondamentale pour les intégrales de produits de
fonction intégrables.
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N oz

4.111.C.1. Produit de fonctions intégrables. — La premiére chose a établir c’est un
résultat d’intégrabilité d’une fonction définie comme produit de deux fonctions
intégrables.

Théoréeme 4.I11.6. — Soit a<b e Ret f et g intégrables sur [a,b]. Alors f g I'est aussi.

Démonstration. — Soit (¢,,9,) suite associée a f et (¢,,#,) suite associée a g. On
sait que f est bornée sur [4, b], disons par une constante M, et que g aussi est bornée
disons par N. On peut supposer 9, <M et 17, < N pour tout entier .

En effet, fixons n € IN. Nous avons alors une subdivision o = (xg,...,x;) de I = [4, b]
pour laquelle 9, et ¢, sont en escalier, donc il existe my,..., my et py,..., px réels tels
que 9,(x) = m; et @,(x) = p; pour x €]x;_1,x;[. Ainsi pour i = 1,...,k on pose, pour
x €]xi1,x;[ ¢

é(x):{M, si m; > M, qb(x):{ 0, sim;>M,
" m;, sim; <M. " pi, sim; <M.
On pose aussi 9,(x;) = M et @,(x;) = 0 pour tout i = 0,...,k. Nous avons donc 3,
et ¢, définies sur I. Il est clair que les nouvelles fonctions 9, et @, sont encore en
escalier pour la subdivision o.

On définit de la sorte une nouvelle paire de suites de fonctions en escalier (3, @,,).
Or la suite ainsi obtenue continue d’étre associée a f. Pour le voir, d’abord on re-
marque que |f —@,| < J, continue d’étre valide sur I. En effet, d’abord cette égalité est
évidente si x = x; pour i = 0,..., n. Ensuite, si x €]x;_1,x;[ pour un certaini =1,...,n,
alors nous avons deux cas : soit m; < M, auquel cas a 9,(x) = 9,(x) et @,(x) = @,(x)
donc |f(x) = @u(x)| < ,(x) équivaut a |f(x) — @,(x)| < 9,(x), ce qui est valide car
(@4, 9,) est une suite associée a f. Sinon, si m; > M alors 9,(x) = M et ¢,(x) = 0 donc
If (%) = @ ()] < §,,(x) équivaut a |f(x)| < M, ce qui est valide par définition de M.

Pour tout n € IN, on a |9, < M et, de plus, J,, est positive et majorée par 9, sur I\ o
par définition. On sait que (9,)) tend vers 0 en intégrale. Ainsi :

0< fén < J S, pour tout n € IN, donc : lim | 9,=0.
I I

—
n—oo I

Supposons désormais 9, < M et 1, < N pour tout n € IN. Comme [i),| - |f] < 7,
pour tout n € IN, on a [¢,,| < 2N pour tout n € IN. Avec cette hypothése sur les suites
associées, on peut construire une suite associée a f g, a savoir (¢,1,,, 2N, + Mn,,).
On a en effet, pour tout n €N :

If8—@utbul =1f g = fhu+ fPn— @uibul <
<Ifg—foul+1f P — @utpul =
< |f||g_¢n|+ |¢n||f_q)n| < M’7n + 2N‘9n
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Par linéarité de 'intégrale et de la limite, on a donc :

lim | (M#,+2N39,) = lim (qu,, + ZNJSH) =
I I

n—oo I n—0o

=M lim 77,1+2N lim | 9, =0.

n—o00 n—-o00 I

On a montré que f g est intégrable. O

4.1I1.C.2. Inégalité de Cauchy-Schwarz. — Soit I = [a,b] un intervalle compact. On
considére I'application @, définie sur 1’espace E des fonctions intégrables au sens de

Riemann sur [a,b] :
b
o(7.9)= | Figton

Cette fonction, une fois fixée g, est linéaire en f. De méme en fixant g, la fonction
D(g, f) de f est linéaire. De plus, on a bien str ©(f, f) > 0.

Théoréme 4.111.7. — Soit f,g intégrables sur [a,b]. Alors :

([ < [

Démonstration. — Soit E 'espace vectoriel des fonctions intégrables sur [4,b], donc
f,g€EetfgeE. Ona, pourtout AelR:

0<DAf +g, Af +8) = A2D(f, f) + 2AD(f,g) + (g, g)-

Supposons d’abord @(f, f) = 0. Alors, pour que I'expression ci-dessus soit positive
pour tout A, il faut que ®(f,g) = 0, autrement I’expression changerait de signe en :

~ D(g.9)
(f,8)

On trouve alors que J f2(t)dt = 0 implique f f(t)g(t)dt = 0, donc Cauchy-Schwarz
est vérifiée dans ce cas.

Supposons alors ©(f, f) # 0, c’est-a-dire O(f, f) > 0. En raisonnant sur le discri-
minant du polyndéme de degré 2 en A, on voit que la condition de positivité écrite
entraine :

DO(f, ) <O(f,f)D

On écrit alors :

(ff ) D(f,g)* <O, f)Dlg.g _ff mf 2(0)dt.
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4.111.C.3. Inégalité de Minkowski. — L’inégalité de Minkowski, ou inégalité triangu-
laire, permet de montrer que l'intégrale carrée définit une norme, appelée la norme
2, sur I'ensemble des fonctions continues sur un intervalle I = [a,b], a < b € IR. Posons,

pour f intégrable sur I,
7
i =([ )

Proposition 4.111.8. — Soit f,g intégrables sur I = [a,b]. Alors :
I1f + 8l < 11f 1> +1lgll,-

Ainsi, |||, est une norme sur l'ensemble des fonctions continues sur I.

Démonstration. — On sait que fg, f2, g* et f + g sont intégrables sur I = [a,b]. On

écrit :
i esl= [resr= [ 12+ [ 42 fo
(||f||2+||g||2>2=flf%jlg%z(flfzﬁgzy.

Donc I'inégalité en question est valide si :

Jre=(f fie)

Or ceci est stipulé par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On peut montrer maintenant que f + ||f]|, est une norme sur I'ensemble des
fonctions continues sur I. En effet, si f est une telle fonction, alors f 2 est continue
et positive, donc inf{f(x)? | x € I} > 0. Ainsi f = 0 ssi inf{f(x)? | x € I} = 0 et par
ailleurs, par continuité de f2, on a inf{f(x)? | x € I} = 0 ssi || f||, = sz =0graceala
proposition

De plus, I'inégalité de Minkowski montre que |||, est subadditive. Enfin, pour
tout A€ Ron a [Afl, = [AIIfIl.

En conclusion, ||-||, est une norme sur I’ensemble des fonctions continues sur I. [J

4.IV. Intégrale indéfinie

L’intégrale indéfinie d’une fonction f revient a étudier la fonction de répartition
de f, donc l'aire de de courbe sous-jacente a f vue comme fonction de la borne
supérieure x de l'intégration.

4.IV.A. Théoréme fondamental pour I'intégrale indéfinie. — Le théoréme fonda-
mental du calcul intégrale stipule que la fonction de répartition de f est une primi-
tive de f, i.e. que sa fonction dérivée est f.
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Définition 4.IV.1. — Soit f intégrable sur [a,b] et x € [a,b]. On définit alors la fonc-
tion intégrale indéfinie :

F(x) = fxf(t)dt.
On appelle aussi F la primitive basée en a c;e f.
Théoréme 4.IV.2. — Soit f intégrable sur [a,b], F sa primitive basée en a et x( € [a, b].
i) Si limx_ma f(x)={,, alors F est dérivable a droite en x et sa dérivée a droite est {*.
ii) Si limxﬂxa f(x)=4€_, F est dérivable a gauche en x et sa dérivée a gauche vaut €.
iii) Si f en continue en xq, alors F est dérivable en xq et F'(xg) = f(xg).

Démonstration. — Supposons que {* existe. Soit € > 0 fixé. Il existe alors 6 > 0 tel
que, si xg <t <xq+9, alors |f(t) — €,| < e. Choisissons x €]xg,xq + 6. Pour chacun des
nombres t €]xg, x] on retrouve |f () - €,| < ¢, donc :

Jxlf(t) _€+|dt < E(x—XO).

On écrit alors :

IF(x) — Flxo) — (x - x0)Cs | = f f(t)dt—f " F0dt - (x—x0)t,

<

|| i e-xope,

<

[ o-eoar

< Jx|f(t) =, |dt < e(x—xg).

pour tout x €]xg, xg + 6[. Ceci s’écrit aussi, pour les mémes x :
F(x) - F(xo)

-
X — X *

<e.

Cette inégalité montre bien que la dérivée a droite de F en x( vaut £,. L’énoncé sur la
dérivée a gauche se démontre de la méme maniére. Celui qui concerne la dérivabilité
tout court est une conséquence des autres deux. O

Définition 4.IV.3. — Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle pri-
mitive de f une quelconque fonction F, dérivable sur I, telle que, pour tout x € I :

flx) =F'(x).

Proposition 4.IV.4. — Soit f continue sur un intervalle [a, b]. Alors, si F est une primi-
tive de f sur [a,b], on a la relation :

b
J f(t)dt = F(b) - F(a).
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Démonstration. — Considérons la fonctions G définie par :

Qﬂ:ffmﬁ

On sait que, puisque f est continue, G est une primitive de f, donc G’(x) = f(x) quel
que soit x € [a,b]. De plus G(a) = 0. Alors (F—G)’ = 0 sur [a,b], F — G est constante,
car on sait qu’une fonction dérivable sur [a,b] de dérivée nulle est constante, par le
théoréme des accroissements finis. Ainsi F = G + F(a). Il s’en suit que F(b) — F(a) =

G(b) - G(a) = G(b) = [ f()dt. 0

4.IV.B. Intégration par parties. — L’intégration par parties est 'une des tech-
niques de calcul les plus utilisées pour les intégrales de fonctions produit.

Proposition 4.IV.5. — Soit f et g dérivables, a fonctions dérivées continues sur P =
[a,b]. Alorson a :

b b
—f f(x)g (x)dx.

b
f F(x)gxdx = fg

Démonstration. — Bien entendu, f’g et gf’ sont continues donc intégrables sur [a, b].
Donc (fg) = f'¢+ f ¢ entraine :

b

a

b b b
f (Fg) (x)dx =J f’<x>g<x>dx+f f(x)g (x)dx,

fg

ce qui équivaut au résultat. O

Evidemment on peut remplacer I’hypothése f,g dérivables a fonctions dérivées
continues par fg, f'g, f¢’ définies et intégrables sur [a, b].

4.IV.C. Changement de variable. — Ici nous abordons I'invariance de I'intégrale
sous changement de variable défini par une fonction de classe C!.

Théoréeme 4.IV.6. — Soit ¢ une application dérivable sur un intervalle compact I =
[a,b]. Supposons que @’ soit continue sur I. Soit f une fonction continue sur @(I). Alors
f o @ est intégrable sur I et :

@(b) b
f F(dt =f F(@ls)g ()ds.
@(a) a

Commencons par deux propositions. La premiére est le théoréme des valeurs in-
termédiaires, dont on donne ici la preuve. La deuxieme stipule que 'image continue
d’un intervalle compact est un intervalle compact.

Proposition 4.IV.7 (Valeurs intermédiaires). — . Soit f : [a,b] — R continueet c € R
une valeur comprise entre f(a) et f(b). Alors il existe xq € [a,b] tel que f(xy) =c.
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Démonstration. — Si f(a) = f(b), I’énoncé est évident, on suppose donc f(a) = f(b).
Supposons f(a) < f(b), la preuve si f(a) > f(b) étant similaire. Soit donc f(a) < ¢ <
f(b).On pose g=f —cdonc g(a)=a—c<0etg(b)=f(b)—c>0.

La fonction g est continue et on cherche donc x € [a, b] tel que g(x) = 0. Posons :

X ={xe[ab]|g(x)<0}.

La partie X de IR n’est pas vide car a € X. Aussi X est majorée par b du fait que
X C[a,b]. Ainsi on peut poser :
xo = sup(X).
On a xy < b car b majore X. Aussi, a < xq car a € X. En fait xy > a car autrement on
aurait g(x) > 0 pour tout x €]a, b], donc aussi g(a) > 0 par continuité de g. Donc :

Xg €]a, b].

Montrons que g(xy) = 0. Supposons par l’absurde g(xy) > 0 et notons yy = g(x¢).
Considérons € = yy/2 > 0. Par continuité de g, il existe donc 6 > 0 tel que, pour tout
X €]xg — 6, %9 + 6[N[a, b] on ait :

30
>

Quitte a remplacer 6 par 6y = min(6,xy —a) > 0, on a ]xg — d¢,xg] C [a,x¢] donc
g(x) > 0 pour tout x €]xg — dg, xy]. Or, comme xy = sup(X), on peut trouver x € X tel
que x > xy — 0p. Donc ce x satisfait g(x) < 0 car x € X et g(x) > 0 car x €]xg — 09, Xp]-
C’est une contradiction, qui montre g(xg) < 0.

Ce qu’on vient de montrer prouve xj = b (i.e. xq < b) car g(xy) <0 et g(b) > 0, ainsi :

Z%0=y<)—r5<g(x)<yo+e=

X0 E](l, b[

Montrons maintenant g(xg) > 0. Supposons par 'absurde g(xy) < 0. Notons zg =
—-g(xg) et € = zp/2. De nouveau par continuité de g il existe 0 > 0 tel que, pour tout
X €]xg — 6,x9 + 0[N[a, b] on ait :

320 )

—7:zo—e<g(x)<zo+£:—7,

Quitte a remplacer 6 par 0y = min(dg,b — xg) > 0, on a [xg,xy + g[C [xo, b[ donc
g(x) < 0 pour tout x € [xg,xy + Og[. Ainsi, pour x €]xg, xg + dp[ on a x > xg et x € X,
donc xy n’est pas un majorant de X, contradiction.

On en déduit de cette derniére contradiction que g(xq) > 0. Conclusion, g(xg) = 0.

O
Proposition 4.IV.8. — Soit ¢ : R — R continue sur un intervalle compact I. Alors @(I)
est un intervalle compact de R.
Démonstration. — Montrons d’abord que ¢ est bornée. Si ce n’était pas le cas, on

aurait pour tout n € IN un élément x,, € [a,b] tel que |p(x,)| > n. D’apres Bolzano-
Weierstrass on pourrait extraire de (x,) une suite (x, ) convergente, donc bornée.
Mais -|xn| > n implique |x,, | > M donc (x,, ) ne peut .étre bornée contradiction.

Soit alors M la borne supérieure des valeurs atteintes par ¢, i. e. :

M =sup{p(x)|x eI}.
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On a M € R. Pour tout n entier positif, il existe x, tel que ¢(x,) > M — % Soit x le
point limite d’une suite extraite convergente (x,, ) de (x;). Par continuité de ¢ :

lim () = ().
I1 est alors clair que @(x) = M. En effet, :
0 < ot~ M| = M=plx,) < -
donc :

0 < khm |(P(x”k | = hm M (P(xnk)) =M - (P(x> < hm i — 0

k—>oo k—o0 Ny

On a montré que ¢ est bornée et atteint ses bornes, donc toute valeur in-
termédiaire est aussi atteinte d’apreés le théoreme, justement, des valeurs in-
termédiaires. O

Démonstration du théoréeme. — Le lemme montre qu’il existe des réels ¢ < d tels
que (p [a, ) = [c,d]. On a f intégrable sur [c,d] et, pour tout x € [a,b], la valeur

f(’) t)dt est définie. On pose alors, pour x € [a,b] et y € [¢,d] :

P(x) y
reo= [ g, He= [ s

¢(a)
I1 est clair alors que F et H sont des fonctions continues, F définie sur I, et H sur
@(I), et F = H o @. On définit aussi la fonction G, continue sur I :

=J fle@)@'(s)ds
Ona:
H'@)=f@),  Gx)=flex)e(x)
Donc :
F'(x) = f(o(x))¢’(x) = G'(x).
On conclut, puisque F(a) = G(a), que F = G. O

4.V. Intégrale généralisée

Pour l'intégrale généralisée, nous traitons seulement le cas des intervalles infinis
et des fonctions de signe constant.

Définition 4.V.1. — Soit a € R et f intégrable sur tout intervalle de la forme [a,b],
pour n'importe quel b > a réel. Alors nous posons :

me(t)dtzylggoff(t)dt

Remarque 4.V.2. — Si f >0, alors F(y fy t)dt est croissante et f f(t)dt existe
dans R si et seulement si F(y) est majoree Ceci est équivalent aussi a ce que (F(n))
soit majorée.
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Démonstration. — Soit y; >y, > a. Alors:
V2 N V2
Fwa)= | flndi= j faes [ fnde = F),
a a 1

donc F est croissante. Elle a donc une limite pour y qui tend vers 'infini si et seule-
ment si elle majorée.

Bien stir pour écrire F(n) nous supposons 1 > a, ce qui arrive pour n suffisamment
grand. Puis si F(y) est majorée bien str (F(n)) est majorée. Par contre, si (F(n)) est
majorée, alors il existe un majorant d tel que F(n) < d pour tout n. Donc pour y > a,
on a bien un n € IN tel que y < n donc F(y) < F(n) <d. O

4.V.A. Comparaison entre séries et intégrales. — Le résultat suivant permet
d’établir la convergence d’une série positive dont le terme général est défini par
une fonction f a partir de I'intégrale généralisée de f, et réciproquement.

Théoreme 4.V.3. — Soit (u,) une suite numérique. Supposons que, pour n > N, on ait
u, = f(n), avec f fonction positive décroissante de variable réelle, définie sur la demi-

droite [N, +oo[. Alors ) u,, est de méme nature que H;mf(t)dt.

Démonstration. — On peut supposer que u, = f(n) soit vrai a partir du premier
rang, c’est-a-dire pour N = 0. Comme f est décroissante, on a pour tout n et tout
tenn+1]:

f) 2 f(t) = f(n+1).
On peut alors écrire :

n+1

n+1 n+1
un+1:f(n+1):f(n+1)j dtsj f(t)dt < f(t)ydt = f(n)=u,.

n
Par la regle de Chasles, on a alors :

m m+1

"
Sm+1 — U = Z”n+1 < f(t)dt < Zun =Smy
0 n=0

n=0
la suite (s,,) étant celle des sommes partielles de ) u,,.
. s 1 . .
Maintenant, I'intégrale f0m+ f(t)dt est convergente si et seulement si x — j(;‘f(t)dt

. L, . . . . . e . m+1
est majorée, ce qui arrive si et seulement si la suite (v,,) définie par v,, = fo f(t)dt
est majorée. D’apres I'encadrement s,,,; — 1y < v,, <s,,, on voit que (v,,) est majorée

si et seulement si (s,,) ’est, c’est a dire que ) u,, et f;oof(t)dt ont méme nature. [

Corollaire 4.V.4. — Si u,, = f(n) est valide pour tout n et ) u, converge, alors on a :

iun < J+wf(t)dt < iun.
n=1 0 n=0

La série de Bertrand est un raffinement de la série de Riemann. Etant donnés deux
deux réels a et 5, on pose :
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On parle alors de la série de Bertrand associée a (a, f8).

Théoreme 4.V.5. — La série de Bertrand associée a (a, f) converge si et seulement si
a>loualorsa=1etp>1.

Démonstration. — Soit @ > 1. Posons y = %51. On a facilement :
y+1>1,
y+l-a=-y<0.

Ainsi, on trouve :
Uy, nr+1 nv
w7l nalnn)P  In(n)f’

ce qui tend clairement vers 0 lorsque n tend vers co. De plus, Y n77~! converge
d’apres le théoreme Ainsi la convergence de la série de Bertrand pour a > 1
est assurée par la remarque

Sia <1, alors:

ce qui tend vers 0 lorsque n tend vers co. Donc, comme ) 1/n diverge, la série de
Bertrand diverge aussi.
Soit enfin @ =1. 51 <0, alors :
1
ui’l Z E:

ainsi la série de Bertrand diverge en vertu de la divergence de la série harmonique,

cf. Exemple|2.1.12et de la proposition [2.II.2

Si par contre @ = 1 et § > 0 on considere la fonction f de variable réelle, définie,
positive et décroissante sur [2,+oo] :

fl)=—

- xIn(x)f’

Alors, d’apres le théoréme([4.V.3] Y u, est de méme nature que :

|
dt
L tin(t)P

On calcule alors, par changement de variable t = ¢° :

X 1 Inx
j —dt:f L s,
2 tn(t)P n2 sP

Or si  # 1, cette intégrale se calcule de la fagon suivante :

s=Inx

s=In2
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On voit alors que cette intégrale est définie si et seulement si § > 1. Par contre, si
B =1, on calcule :

Inx s=Inx
Jlnz %ds =In(s) s:inZ = In(In(x)) — In(In(2)),

ce qui diverge lorsque x tend vers I'infini. O

4.VI. Passage a la limite sous signe d’intégrale

Théoréme 4.VI.1. — Soit (f,) une suite de fonctions intégrables sur I = [a,b], uni-
formément convergente vers f sur I. Alors f est intégrable sur I et :

Jr=tim | 5

Démonstration. — Soit € > 0. On peut supposer a < b. Choisissons ¢” > 0 avec :
oo
TR
Il existe ng tel que, pour n > ng, on ait :

sup|f(x) - fu(x)| < €.

xel
Maintenant, soit n > ng et utilisons que f,, est intégrable. Il existe alors g € £_(f,)
et he &, (f,) telles que Lh - Lg <eg/2.
Comme sup,;|f(x) — f,(x)| < &, sur I nous pouvons écrire :
—£'<fn—s’<f<fn+s'<h+e'.

Ainsig—¢e’ €& (f) et h+¢’ € £,(f). Finalement :

J;(h+s')—f -¢&’) JZ& +J fg<2& —a +§<e

Ceci montre que f est intégrable sur I.
De plus, des inégalités f,, —¢’ < f < f,, + ¢’ on obtient, pour tout n > ny :

[f-ctw-ar< |5 [ frew-a
Ji_)ngoj;ﬁ,—e’(b—a)sj;fSnli_{go—[lﬁﬁe’(b—a).

Ceci étant valide pour n’importe quel ¢’ > 0, on obtient Lf =lim, L fa- O

donc:
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