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INTEGRALE DE RIEMANN

Exercice 1. — a) Montrer que pour tout k>0,ona:
k+1 dx 1
_ S _
v VX Vk
et que pourtout k>1,ona:
k
1 dx
JE— S —_
L P
b) En déduire que la suite (u,),>; définie par :
n
1
Uy =Y —=—2v7
= vk

est convergente et que sa limite appartient a 'intervalle [—2,—1].

Exercice 2. — Soit f une fonction continue de R dans R. Calculer F’(x) dans les cas suivants :

x2+1 x
F(x)=f f(t)dt puis F(x)zf (xz—f(t))zdt.
2x—1 0

Exercice 3. — Alaide des sommes de Riemann d’une fonction convenable, calculer la limite des suites dont
le terme général est donné ci-dessous :

1< | kn LR | L k"
a,=— » sin—, b,= a>0), c,= 1+ — .
" n; n " kZ:(:)na—i—k( b l]:!( n)
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Exercice 4. — Soit a > 0. Trouver un équivalent simple de u,, = Z K“.
k=1
Exercice 5. — Soit f une fonction continue de [a, b] dans R’ . Montrer que :

b by ,
(L f(x)dx)(L m)z(b—a),

et que I'égalité a lieu si et seulement si f est constante.

Exercice 6. — Soit f une fonction continue et positive sur [0, 1]. Démontrer 'inégalité :
1 2 1
(f f(x)dx) Sf f(x)dx.
0 0
Quand a-t-on égalité?
Exercice 7. — Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable convenable :
1 7'[/4 2
e’ cos x(1+tan” x
2 dx b | Ssxlrn g,
0 e +1 o sinx +cosx

i " cos?lx
¢ | sin®xcos®xdx d) ———dx
0 o l+sin~x
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Exercice8. — Soit I, = sin” x d x (intégrale de Wallis). Pour n > 2, établir, aI’aide d’'une intégration par

0
parties, une relation de récurrence entre I, et I,,_,. En déduire I'’expression de I,, en fonction de n.

Exercice 9. — Soit f une fonction de[a, b]dans R de classe 6. En intégrant par parties la derniére intégrale,
établir la relation :

b bh— b
f fx)dx= Ta(f(a)+f(b))+% f (x—a)x—b)f"(x)dx.

En déduire que lorsque I'on remplace, sur un intervalle [a, b] une fonction f par la fonction affine g vérifiant
fla)=g(a) et f(b)=g(b), 'erreur commise sur I'intégrale est majorée par :

1
— sup |[f7(x)|(b—a).
12 yefa,b)
Exercice 10. — Soit I un intervalle de R et soit f une fonction de I dans R. On dit que f est lipschitzienne
s’il existe un réel positif k tel que :

Vxel,Vyel, [f(x)=f(yI<klx—yl
a) Soit f : I — R lipschitzienne. Montrer que f est uniformément continue sur I.
b) Soit f une fonction 6" sur [a, b]. Montrer que f est lipschitzienne (on pourra utiliser I'inégalité de la

moyenne).
¢) Montrer que les fonctions sinus et cosinus sont lipschitziennes sur R.



