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SERIES NUMERIQUES
Exercice 1. — Soient Z u, et Z v, des séries a termes positifs. Montrer que la série de terme général
max(u,, v,) est convergente si et seulement siles séries de terme général u,, et v, sont les deux convergentes.
Exercice 2. — Calculer la somme des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous :
n(n+2 1
a)lng (n>=1) b) (n>0)
3n(rH—l)Z (n+1)(n+2)(n+3)
) os (n22) d)In(1+x*") (n>0,0<x<1)
Exercice 3. — FEtudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (comparaison
une série géométrique)
3"+ nt cosh(2n) (1 1 )"
a — N=+—
5n—3n cosh(3n) 2 2n
d) tanh(n+a)—tanh(n) (a€R) e)B3+1)")" f) T 2o (xeR)
X
Exercice 4. — Ftudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (comparaison 2
une série de Riemann)
1
a)l—cos— b) v/ 51 c)n 17
n

d) ecos(l/n]_ecos(z/n) e) xlnn (x ERi) f) nzaﬁ (6! ERi)

Exercice 5. — Soit Z u, une série réelle absolument convergente. Montrer que, pour tout entier p > 0, la

série Z ub est convergente.

Exercice 6. —
a. Soient x et y deux réels positifs. Montrer que

VXy<x+y.

b. Soit Z u, une série convergente a termes positifs. Déduire de a. que la série de terme général v u,,/n est
convergente.

Exercice 7. — Ftudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (régles de Cauchy
et d’Alembert)

n

a)%(a>0) b)nii c)Z—a(a>0) d)(a+%)n (a>0)

a" X\’ sinn "
ranta) aran @Y f)(HE) (x>0) g)( n )

Exercice 8. — Déterminer la nature de la série de terme général u,,, lorsque u, est donné par (comparaison
a une série de Bertrand)

1 —a
a)u,=1—e’")VInn b)unzﬁ u,=n"" (a>0)

a”+1

—,(a>0).
a2"+n( )

Exercice 9. — FEtudier la nature de la série de terme général u,, =
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Exercice 10. — Ftudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme général u,, est
donné ci-dessous (critere de Leibniz et d’Abel)

=
na +(—1)n

a)(=1)" arctan% b) sin((n+ %)n) (aeR) c) (a#0)

a0 e) (1) (V2 +1-n) f)1n(1+°05") ) _sin2n

n+2sinn vn & n2—n+1

+00 1
Exercice 11. — On pose e = Z —.
k!
k=0
a. Montrer que pour tout n >0, on a

"1 " 1
) ;E<e<;ﬁ+n-n!‘

b. En déduire que e est irrationnel. (Si e = a/q, appliquer (1) avec n = q).

slnn

co
Exercice 12 (difficile). — Montrer par le critere de Cauchy que la série Z diverge.

nx1

Exercice 13. — Soit ¢ une bijection de IN* — IN*,

a. Donner un exemple d’'une telle application (différente de I'identité).
b. On considere la série de terme général

n2
Soit (S,,) la suite des sommes partielles associée. Montrer que, pour tout # > 1, on a la minoration

1
SZVL - S}’l 2 E
c. En déduire que la série diverge vers +00.
Exercice 14. — Soit (u,,) une suite de réels positifs. Comparer la nature des séries de terme général
un ui‘l
un! )
1+u, 1-u,



