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Exercice 1. Soit A anneau inteégre et soit f,g € A[X] non constants, avec deg(f) = n, deg(g) = m.
1. Trouver u,v € A[X], tels que uf —vg = Res(f,g) et deg(u) <m, deg(v) < n.

2. Soit A factoriel. Montrer que Res(f,g) = 0 ssi f,g possedent un diviseur commun non
constant dans A[X].

Solution 1. Soit f=a, X" +--+ag et g = b, X™ +---+by. On commence par rappeler la définition
de la matrice M de Sylvester. Soit :

@ A[X]m—l X A[X]n—l - A[X]n+m—1
définie par ¢(u,v) = uf +vg.
Soit K le corps des fractions de A. L’application ¢ donne lieu a une application K-linéaire
dj : K[X]m—l x K[X]n—l e K[X]ner—l

définie aussi par ¥ (u,v) =uf +vg. On a Res(f,g) = det(v)).
Plus précisément, la matrice M de Sylvester est la matrice de v en les bases (X1 ... 1) et
((X™1,0),...,(1,0),(0, X" 1), ...,(0,1)).

an 0 by, 0
Gnp-1 An : N
. b,
: a/'n, :
M = (Mi,j)lsi,j£n+m = Gp-1
aop : :
aop : bo
aop bo

Dans la pratique, on doit écrire en colonne les coeflicients de f, puis se déplacer vers la droite
et recopier cette méme colonne, décalée d’'un cran vers le bas, ceci autant de fois que le degré de
g. Puis recommencer avec g jouant le role de f.

1. Si Res(f,g) =0, alors u = v = 0 conviennent.

Supposons désormais Res(f,g) # 0. Cherchons en u,v € A[X] dont les coefficients sont
fonctions polynomiales des coefficients de f et g, tels que uf+vg = Res(f, g) et deg(u) < m,
deg(v) < n.

Comme Res(f,g) = det(v)) # 0, 'application ¢ est bijective, donc u,v seront en plus
uniques dans K[X] et a fortiori dans A[X].

Travaillons pour le moment dans K[X]. Soit © =y, 1 X™ 1+ +ug et v=v, 1 X" 1+
- +wg avec u; et v; dans K. La condition ¢(u,v) = Res(f,g) équivaut & :

Um-1
: 0
Ug B :
M Un-1 0
Res(f,g)



Ceci s’écrit, en coordonnées en la base (X™*™71 ... 1) de K[X]nim-1 =~ K™, sous la
forme M (u,v)t = det(M)(0,...,0,1). Comme M est inversible, on a :

(u,v)" = det(M)M(0,...,0,1)".
Or M~ =det(M)™1Co(M)!, ott Co(M) est la comatrice de M. Donc on a :
(u,v)" = det(M)M1(0,...,0,1)" =
= det(M) ™" det(M)Co(M)'(0,...,0,1)" =
= Co(M)*(0,...,0,1)".

En définitive, (u,v)’ s’obtient comme derniere colonne de la comatrice Co(M)!. En
particulier, les coefficients de la comatrice étant dans A, on a bien u,v € A[X]. Aussi, les
coefficients de la comatrice Co(M) sont fonctions polynomiales de ceux de M, donc des
coefficients de f et g, ainsi les coefficients de u, v sont polynomiaux en f,g.

2. Soit A factoriel. Alors A[X] est factoriel. Posons h = pged(f,g) dans A[X].

Sideg(h) >0, u=g/hetv=f/gsont éléments de A[X] c K[X] et deg(u) <m, deg(v) <
n. On a alors (u,-v) € ker(y) ~ {0}. Donc 4 n’est pas injective et Res(f,g) = det(¢) = 0.

Réciproquement il suffit de montrer que, si deg(h) = 0, alors Res(f,g) # 0. Supposons
pas Pabsurde Res(f,g) = 0 et deg(h) = 0. Soit k le ppem de f et g dans A[X]. On a
donc deg(k) = n +m, car deg(h) = 0. Comme Res(f,g) = det(yp) = 0, il existe (U,-V) €
ker(¢)) N {0} donc U,V € K[X] non nuls, deg(U) < m, deg(V) < n et Uf = gV. En
multipliant U et V par le ppcm ¢ des coefficients non nuls de U et V' on obtient v = cU
et v = ¢V, polynoémes dans A[X]. On a uf = gv et ce polynéme est un multiple de f et g
donc k | uf. Ainsi, deg(uf) = deg(u) +n = deg(U) +n 2 n +m. Mais deg(U) < m : c’est

absurde.
Exercice 2. Soient A =Z[ag,a1,-..,0n,b0,b1,...,by] et posons :
f=a, X" +ap 1 X"+ +ag,
G=b X™ 4 by X 4 1 b
Montrer que Res(f,g) € A est un polynéme homogene de degré n+m en ag,...,an,bo,...,bm.

Solution 2. On adoptera la convention suivante : le polynéme nul est homogene de degré a, pour
tout a € N. On développe d’abord la notion de matrice homogene.

Soit B un anneau integre et C' = B[X1,..., Xy]. Pour une matrice carrée M = (M; ;) de taille
¢ avec M, j € C' pour tout ¢,j, on a :

det(M) = > e(0)Myy,1-My(ey,e,

UEG@

Pour e et d dans Z¢, on dit que M est homogéne de multidegrés (e,d) si M; ; est un polynome
homogene de degré d; —e; en les variables X = (X3,...,X,). Si M est homogene de multidegrés
(e,d) alors det(M) est homogene de degré |d| - |e| = $5_,(d; - e;). En effet, pour chaque o € &,, le
polynome M, (1),1---M,(¢) ¢ est homogene (en tant que produit de polynémes homogenes) de degré :

¢ ¢ ¢
deg(My(1)1 Mo (ey,0) = Y (do(iy =€) = ) doiy = ) €5 = |d| = |e].
i=1 i=1 i=1
On sait que, si M est la matrice de Sylvester associée & f et g, alors Res(f,g) = det(M). Dans
ce cas M est homogene de multidegrés (e,d) en les variables (a,b) = (ag,-..,an,bo,--.,by) avec
d=(1,...,1) et e=(0,...,0). Donc Res(f,g) est homogene de degré m + n.
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De plus, Res(f, g) n’est pas le polynéme nul. En effet, pour n,m >0 on a Res((X-1)", X™) #0
(en fait Res((X - 1)",X™) =1). En effet, la matrice de Sylvester de ces deux polynémes s’écrit :

1 0 10
-n 1 0 -
(5) 1
: 1
M = : -n
(-1)" S
(-1 : 0
ST

Ainsi, & un signe pres, Res((X —1)", X™) = det(M) est le déterminant de la sous matrice trian-
gulaire M ci-dessus ayant (—1)™ sur la diagonale : ce déterminant vaut (—1)™". On peut conclure
que Res((X -1)", X™) =1, on peut calculer le signe de la méme permutation que dans la solution
de lexercice [d] ou alors on peut utiliser I'énoncé de lexercice [4]
Exercice 3. Soit A =Z[a1,...,an,B1,.-.,Bm,u,v] et B=A[X]. Posons :

F(X) =u(X —ay)(X -an);

9(X) =v(X = B1)(X = ).
Montrer que la partie homogene de plus haut degré en les 1, ..., 5, de Res(f,g) vaut :

umvn(_l)nm(ﬂ:lﬁQ...ﬂm)n.
Solution 3. Soit f(X) =¥, a; X" et g(X) = ¥}, b;X7. On a donc :
F(X)=an X"+ +ag=u(X" =51 () X"+ 4+ (=1)"s, ()

Autrement dit, a; = u(-1)""s,_;(a) et bj = v(-1)"s,,,_;(3), on aura posé sg = 1.
La matrice de Sylvester prend la forme :

U 0 v 0
—usy () u : g
: v
Y .
M= : —usy ()
u(—1)"s, () : :
u(-1)"sn(e) : v(=1)"sm ()
w(=1)"sn(0) o(-1)"5m(B)
Cette matrice est homogene en («,3) de multidegrés (e,d) ot d = (1,2,...,n+m) et e =
(1,....,m,1,...,n),donc d; =i, e; =jsij<mete =j-—msij>m+1 En effet, on a M,;

homogene de degré d; — e;. Par exemple comme é,,+1 =1 et d; =1 on a bien que M ,,.1 = v est de
degré 0 en (a, ).

Maintenant, un terme contribuant a la somme qui exprime le déterminant, développé selon une
quelconque ligne, est, si on ignore le signe di aux inversions, de la forme :

u™ (=1 s (@) s, (@)U (<17 s (B) s, (B)

avec tous les iy € [0,n] et jo € [0, m].

Pour avoir degré maximum en (f), i.e. Y j; maximum, on doit avoir degré minimum en («),
i.e. Y. i = 0. Donc jy = m pour tout £ et ix = 0 pour tout k.

Le terme en question est donc, si on ignore le signe dii aux inversions :



En fait ce terme s’obtient comme produit des coefficients de M apparaissant sur la diagonale
principale : il n’y a donc pas d’inversion & prendre en compte. On obtient ainsi le coefficient cherché.

Exercice 4. Soit A anneau integre, B = A[aq,...,an,u] et g € A[X] de degré m > 1.
1. Posons f =uJl; (X - a;) € B[X]. Montrer que

Res(f,9) =u™ []g(ai).
i=1
2. Soit de plus g = v [1}%; (X - ;) pour certains v, B1,..., B, € A. Montrer que

n m
Res(f,9) =u™v" [ [](ai-5)).
i=1j=1
Solution 4. Développons une réflexion sur les coefficients dominants de f et g. D’abord, on peut
supposer sans restriction u = 1 car il est clair que la matrice de Sylvester de (f, g) s’obtient & partir
de la matrice de Sylvester de ([T(X — «;),¢) en multipliant par u les premieres m colonnes.

Pour la méme raison, on peut supposer g primitif, i.e. de contenu 1 (autrement dit, le pged des
coefficients de g est 1). En effet, autrement on écrit g = cgg out gg est primitif et ¢ est le contenu de
g, et on raisonne sur gy, sachant que Res(f, cgo) = c"Res(f, go).-

Supposons désormais v = 1 et g primitif, de sorte qu’aucun facteur irréductible de g n’est
constant.

Une autre méthode pour ne pas devoir soucier du terme dominant de g est de remarquer qu’il
est suffisant de montrer 1’égalité cherchée pour g unitaire. En effet, si g = b,, X™ +---+bgy avec b, #+ 0
alors on peut considérer G = B, X" +---+ By ou B; = b;/b,,, € K, K étant le corps des fractions de
A. Les matrices de Sylvester associées a (f,g) et (f,G), définies dans K, différent en ce que les n
colonnes contenant les coefficients B; multipliées par by donnent les n colonnes contenant les b;.
Ainsi, Res(f,g) = (bo)"Res(f,G).

Dong, si 1’égalité est valide pour G unitaire, on a (& priori dans K mais en fait dans A) :

Res(f,g) = (bo)"Res(f. G) = um<bo>"ﬁla<ai> = u™ (by)" H ig(an _ym ﬁlgm».

Passons aux questions.
1. Soit R = Res(f,g). D’apres l'exercice [1} il existe u,v € A[X] tels que R = uf + vg. Donc
R = R(a;) =v(a)g(e;) pour tout i € [1,n]. Ainsi, g(o;) | R pour toit i € [1,n].

Soit i # j € [1,n]. On a g(a) € Alai), g(a;) € Alay] et Afa;]n Afay] = A, done ancun
facteur irréductible non constant de g(a;) n’est conjugué & un facteur irréductible non
constant de g(a;). Ainsi, comme g est primitif, les facteurs irréductibles de g(a;) et g(«;)
sont tous non conjugués (ou plus simplement car g est unitaire si on a fait cette hypothese,
licite d’apres ce qui précede). Par factorialité de A on a donc que [];; g(a;) divise R.

Maintenant on montre que [T, g(c;) = R car ces polyndmes ont tous deux degré nm
en («) et degré n en (b), le premier divise le deuxieéme, et le coefficient de plus haut degré
en les () est le méme, & savoir :

by, sn ()™,

En effet, pour trouver ce terme, on a deux méthodes. Soit on utilise 1’exercice [3| puis
I'exercice 5] pour intervertir f et g. Soit on calcule directement avec la matrice de Sylvester
par la méme méthode que l'exercice 3] ce qui donne comme coefficient :

n nm m

€(0)bp, (1) s ()™,

ol o est la permutation correspondante au produit :
Mn+1,1Mn+2,2’”Mn+7n,mM1,m+1M2,m+2'"Mn,nL+n-



Donc o(i)=n+isiie[l,m] et o(i)=i-msiie[m+1,m+n]. Autrement dit o est :

3 1 2 m m+1 m+2 - m+n
“n+l n+2 - m+n 1 2 n |

Si on compte le nombre de désordres dans la deuxieme ligne, on obtient nm, car les m
termes & gauche sont ordonnés aussi bien que les n termes a droite, et chaque fois que
iel,m] et je[l,n] onaoc(i)>o(j+m). On a donc (o) = (-1)"", comme on voulait.

Une autre fagon de déterminer le signe est de calculer le résultant sur des polynémes
faciles, par exemple f= X" et g=(X -1)™.

2. De nouveau, on peut supposer sans perte de généralité que v = v = 1. On travaille dans
D=Ala,...,0n,Y1,. .., Y] Onpose G = [Tj%; (X-Y;) dans D[ X]. On souhaite montrer :

Res(£.G)= [] [ (ai-Y)).

i€[1,n] je[1,m]

Cela est suffisant pour répondre a la question, quitte & utiliser la spécialisation D — B qui
envoie, pour tout j € [1,m], la variable Y; sur §; (c’est possible, car ce faisant les termes
dominants de ces polynémes ne changent pas).

Fixons ¢ € [1,n]. On définit C' = Ala,..., &1, Q415 ., Qn, Y1,..., Yy ], de sorte que
D = C[oy]. Soit R € Res(f,G). On a R € D. Comme «; —Y; est unitaire dans Cfe;], on
peut faire la division euclidienne de R par «; — Y}, ce qui donne (comme a; - Y; est de
degré 1 en o) deux éléments U € D = Clay] et V € C tels que :

R=(o; - Y;)U+V.

Ici, R € D = C[a;] est un polynéme en «;. On considere, pour j € [1,m] fixé, le morphisme
d’évaluation D — C qui envoie ¢ sur Y;. L’image de R par ce morphisme est R(Y;) et par
spécialisation du résultant ceci coincide avec Res(f;,G) ou :

(X =(X-v) [ X-a).
i€[1,n] {7}

Maintenant, f; et G on un facteur commun non constant, a savoir X - Y}, donc
Res(f;,G) = 0. Ainsi R(Y;) = 0. Donc V = 0. Nous avons montré que (a; —Yj) divise
R. En utilisant 'argument déja évoqué, comme quoi («a; —Y;) sont irréductibles pour tout
(4,7) et non conjugués si (4,7) # (¢', "), on obtient que [Ticp1 nj [Tjeq1,m) (i = Y;) divise R.
Nous savons par ce qui précede que ces polyndémes sont de méme degré et possedent
méme coefficient dominant en les («), a savoir s,(a)™. On déduit qu’ils sont égaux.
Exercice 5. Soit A anneau integre.

1. Soit f,g€ A[X] de degré n>1 et m > 1. Montrer
Res(f,g) = (_1)7”71Res(g)f).

2. Soient f,g1,g2 € A[X] non constants. Montrer

Res(f,9192) = Res(f,g1)Res(f,g2).



Solution 5. On écrit de nouveau la matrice de Sylvester apparaissant dans le calcul de Res(f, g),
pour f=ap, X" +--+apet g=bp X™ +--+bp:

an 0 by, 0
Gn-1 an : N
X b
: Qp, :
M = (M; j)1<i j<ntm = : Ap-1
aop : :
agp : bo
ag bo
Pour calculer on écrit :
b 0 a, O
bn—l an
: a,
: b, :
M'= (Mi,,_j)lsi,jS’er = bn—l
bo : :
bo Pao
bo aog
On passe la colonne (a,, . ..,ao,0,...,0)! & gauche par rapport a (0,...,0,b,,,...,by)*, moyennant

un changement de signe du déterminant. De méme pour les colonnes suivantes, il y en a n au total,
lues de la droite vers la gauche. On obtient un signe (-1)". Cette opération doit étre répétée pour les
colonnes suivantes contenant des a;, il y en a m au total. On obtient un signe ((-1)™)" = (-1)"™,
comme demandé.

Pour la question suivante, considérons une autre approche au résultant. Soit K le corps des
fractions de A. Posons B = K[X]/(g). Il s’agit d’'un K-espace vectoriel (en fait d’une K-algébre)
de dimension m, dont une base est B = (X™!,...,1), ol on abuse légerement de la notation en
oubliant de noter que nous considérons des classes d’équivalence dans B. Définissons 1’application
de multiplication par f dans B :

Vs:B - B, u—uf.

Nous allons montrer que, si g est unitaire, alors det(¥s) = Res(f,g). Fixons j € [1,m]. La j-ieme
colonne de la matrice de Sylvester M associée au couple (f,g) est constituée des coefficients de
X™7J f en la base (X™*™ 1 ... 1). Par division euclidienne de X™™ f par g, il existe Q; et R,
dans K[X], avec deg(R;) <m -1, tels que :

Xmijf = Q]g + Rj.

Comme j < m~1 et deg(f) =n, on a deg(Q;) <n-1. Ainsi Q; = ¥}_; qr.; X" *. Donc la colonne
des coefficients de @;g en la base (X™*™~! ... 1) s’écrit comme combinaison linéaire des colonnes
de m+1am+n de M, car ces colonnes sont les coordonnées en la base (X"t ... 1) de X'g,
pour 4 € [0,n —1].

On en déduit que det(M) ne change pas si on remplace la (j + 1)-ieme colonne M; de M par
les coordonnées de R; = X™ 7 f - Qjg en la base (X" ' ... 1). Comme deg(R;) < m -1, il
existe 11 j,...,7m,; € K tels que R; = X7, r; ;X™ . La matrice M’ qu’on obtient en faisant ce
remplacement pour tout j € [1,m] prend la forme :

, (0N
()



avec N = (r; ;) et pour certaines matrices N', N” ot N’ est triangulaire inférieure avec 1 sur la
diagonale. Ainsi,

T1,1 1,1 o Tim

Res(f,g) = det(N) = det

Tm,1 Tm,1 = Tmm

Maintenant on remarque que, dans l'algébre B, on a ¥;(X7) = R; = ¥ r; ;X™%, donc N =
Matp (¥ ). Conclusion : Res(f,g) = det(N) = det(T ).
Pour fi1,foe A[X]ona Wy, =Ty oW . Par conséquent Res(f1f2,9) = Res(f1,g)Res(f2,9).

On obtient le méme résultat si on échange les roles de f et g. Ceci montre que Res(f,g192) =
Res(f, g1)Res(f,g2) si f est unitaire. Par les observations faites précédemment sur Ueffet du coef-
ficient dominant de f sur le résultant, on a Res(f, g192) = Res(f, g1)Res(f, g2) pour tout f.

Exercice 6. On identifie I’ensemble des polynémes unitaires de degré n a coefficients dans R
a lespace R™ au moyen de la bijection X" + a; X" + - +a, + (ai,...,a,). Moyennant cette
identification, on note g : R™ x R™ — R™"™ J’application qui aux polynémes unitaires f et g de
degrés respectivement n et m fait correspondre leur produit fg. Comparer le déterminant jacobien
de p au point (f,g) avec le résultant Res(f,g). En déduire le résultat suivant : si f et g sont
premiers entre eux, il existe des voisinages U de f dans R™, V de g dans R™ et W de fg dans
R™™ tels que p induise un difféomorphisme de U x V' sur W. En particulier, pour tout h dans W
il existe un unique couple (f,g) dans U x V' tel que h = fg.

Solution 6. On écrit les coordonnées = = (ay,...,an,b1,...,by) de R™. Les coordonnées dans
R™™ du u(f,g) prennent la forme :

,u(f,g) = (&1 + bl,ag + a1b1 +b2, ., A +ak_1b1 + .- +a1bk_1 +bk,~-~,anbm),

ol [y = Ak + ap—1b1 + -+ + a1bgp_1 + by, est la k-ieme coordonnée de u.
Donc la matrice jacobienne s’écrit :

1 0 1 0
b1 1 ay
: - : 1
1 a1
Opi ; ; .
J(N’)|f79: axz (fag): : bl
J bm :
b an
bm an

On retrouve la matrice de Sylvester associée au couple (g, f), donc :

det(J(ul(s.9)) = (-1) D DRes( £, ).

Maintenant, si f et g sont premiers entre eux alors Res(f, g) # 0, donc, comme y est indéfiniment
dérivable en tant que fonction polynomiale, la conclusion se déduit du théoréeme d’inversion locale.
Exercice 7. On travaille sur R[X].

1. Calculer le discriminant de f = X3 +aX +b.

2. Soit f un polynéme unitaire & coefficients réels de degré n. Montrer que, si Discr(f) > 0,
alors le nombre de racines réelles de f est congru & n modulo 4, et que, si Discr(f) < 0,
alors le nombre de racines réelles de f est congru a n — 2 modulo 4.

3. Discuter le nombre de racines réelles de f = X3 +aX + b selon les valeurs de a et b.
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Solution 7. On a f'(X) =3X? +a donc R le résultat de f et f’ vaut :

b 0 a 0 0
a b 0 a O

R=|0 a 3 0 a|=270%+4d>.
1 00 3 0
010 0 3

Pour la question suivante, on écrit n = r + 2s, r étant le nombre de racines réelles :
FX) =TI(X —a) [[(X - B)(X - Bi).
i=1 i=1

avec a; € R et 8; € C\ R. Le discriminant D de f s’écrit :

2 2 2 2
D= H (ai_aj) H (az ﬂk) (az ﬁk) H (ﬂz 5]) (ﬁz B]) H (ﬁz 51@)
1<i<j<r ie[1,r],ke[[1,s] 1<i<j<s 1<i,k<s
~ Maintenant, supposons que le discriminant de f soit non nul, donc (ai—aj)?>0et (az—ﬁj)2(ai—
B;)? > 0 car cette expression vaut lov;—B;]* étant donné que ay; = &;. De méme (Bi=B3)*(Bi-B;)* > 0.
Aussi (B; - Br)?(Br - B:)? > 0 dés lors que i # k. En revanche (f3; -3;)? < 0. Le signe de D est donc
déterminé par le nombre de termes de la forme (3; — 3;)? < 0, c’est-a-dire par s dans le sens que ce
signe vaut (-1)°%.
Pour résumer, en supposant D # 0, on a r =n—2 modulo 4 ssi s impair ssi D >0et4|2s=n-r
ssi s pair ssi D < 0.
Pour la derniere question, c’est juste une application du résultat précédent. On a :
— Si a® > 27b%/4, alors trois racines réelles.
— Si a® < 27b%/4, alors une racine réelle.
— Sia® = 27b%/4, alors 2 racines réelles ou une. Mais si f n’a qu'une racine « il s’écrit (X -a)3
(car f unitaire) or f n’ayant pas de terme carré on doit avoir « = 0. Ceci arrive uniquement
pour a =b=0.

Exercice 8. Soit A = C[T]. Soit p,q,7,s € A avec ¢ + 0 # s et pged(p,q) = pged(r,s) = 1.
Considérons le plan affine C2 et la courbe paramétrée C' c C? définie par :

p(t) r(t)
{(q(t) (t))|t Cq(t)¢0¢s(t)}

1. Etablir une relation entre C et
D = {(2,y) € C* | xq(t) - p(t) = ys(t) - r(t) = 0,3t € C}.

2. Soit B=C[X,Y], f=Xq-pet g=Ys—r dans B[T] et posons R = Res(f,g) € B. Montrer
que (x,y) € D implique R(z,y) = 0, sauf pour un nombre fini de valeurs de z et y.

3. Trouver une équation de D lorsque p=T2 -1, ¢q=s=T2%+1, r = 2T.

4. Soit P2 le complété projectif de C2. Trouver I’équation d’une courbe D c P2 dont la partie
affine est D puis décrire une paramétrisation Pt — D.

Solution 8. On utilise le résultant pour donner une idée de la théorie de I’élimination.

1. Soit (z,y) € C. 1l existe alors ¢ € C tel que q(t) # 0 # s(t) et = = p(t)/q(t), y = r(t)/s(t).
Donc zq(t) = p(t) et ys(t) =r(t). Ainsi, (z,y) € D. Nous avons montré C c D.

Soit (z,y) € D. 1l existe alors t € C tel que zq(t) = p(t) et ys(t) = r(¢). Remarquons
que, si ¢(t) = 0, alors 0 = zq(t) = p(¢) donc p et ¢ ont une racine commune, & savoir t. Mais
ceci est exclu car pged(p,q) = 1. Donc ¢(t) # 0. De méme, on a s(t) # 0. Donc (x,y) € C.
Autrement dit D c C, ce qui montre finalement C' = D.
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2. Soit n = degr(f) et m = degy(g). On écrit f = a,T" + -+ + ag avec a; € C[X] pour tout
i € [0,n] et a, # 0. De méme g = b, T™ + --- + by avec b; € C[Y'] pour tout i € [0,m] et
bm # 0. Notons x1,...,x, € C les racines de f, et y1,...,ym € C les racines de ¢,, dans C.

Pour z,y € C, f, =xq—-p et gy = ys—r, polynoémes dans C[T']. Pour z € C~\ {z1,...,2,}
et ye C~{y1,...,ym} on peut appliquer la spécialisation du résultant et obtenir R(x,y) =
Res(fz, gy)-

Maintenant, soit (x,y) € D, avec x € C~ {x1,...,2,} et y € C~{y1,...,ym}. Il existe
alors t € C tel que zq(t) = p(t) et ys(t) = r(t), i.e. tel que fr(t) =0 et g,(t) = 0. Donc
Res(fz,gy) = 0. Par ce qui précede, on conclut R(z,y) = 0. Notons E = {(z,y) € C? |
R(z,y) = 0}. On a montré que, si x € C~ {z1,...,z,} et y € C~ {y1,...,Ym}, alors
(x,y) € D implique (z,y) € E.

On peut argumenter aussi que, si (z,y) € C2, avec 2 € C~ {x1,...,7,} et y € C~
{y1,...,ym}, alors (x,y) € E implique (x,y) € D. En effet, si R(z,y) = R(fz,9y) = 0
alors f, et g, ont un facteur commun non constant. Donc f; et g, admettent une racine
commune t, car C est algébriquement clos. Donc il existe ¢ € C tel que zq(t) = p(t) et
ys(t) = r(t), ainsi (z,y) € D.

3. Onéerit f=X(T?+1)-T?+1=T*(X-1)+X+1let g=Y(T?+1)-2T=YT?-2T +Y.

X-1 0 Y 0
0 X-1 -2 Y
X+1 0 Yy -2
0 X+1 0 Y

Res(f,g) = det =4(X2+Y2-1).

On trouve F = {(z,y) € C* | 2% + y? = 1}. Analysons quel lien existe entre E et D.
— Soit (z,y) € C2 Nous avons montré que, si x # 1 et y # 0 alors (z,y) € C = D ssi
(z,y) e E.

— Soit & = 1. Alors (1,y) appartient & E ssi y = 0. Par contre, (1,y) n’appartient & D
pour aucune valeur de y (car t*> — 1 # t2 + 1 quelque soit t € C).

— Soit y = 0. Alors (z,0) appartient & E ssi « = £1. Aussi, (z,0) appartient & D ssi
x =-1 car y =0 implique ¢ =0 donc = = -1.

— En conclusion, E et D coincident sur tout C? hormis pour le point (1,0) qui appartient
a F mais pas a D.
4. On peut homogénéiser 1’équation pour trouver le complété dans P2, donc :
D={(X:Y:2Z)|X?+Y?-22=0}.

En effet, C? = P2\ Ho, ot Hoo = {(X :Y : Z) | Z = 0}, cet ouvert affine étant constitué des
points de la forme (X : Y :1). On voit, en posant Z = 1, que DnC? = D.
Pour ¢(t) # 0 # s(t) on a, pour k = ppcm(q, s) et u=4k/q, v="Fk/s,on a:
(p(t) )

TOROR ) = (p(t)u(t) - r(t)v(t) - k(t)).

Pour décrire la paramétrisation, on peut homogénéiser la paramétrisation donnée ci-
dessus, donc on obtient :

D={(T?-5%:T%+5%:2TS) | (T: S) e P'}
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Exercice 9. Soit K un corps et A = K[ay,...,a,], notons L le corps des fractions de A. Soit
M €M, (L) la matrice M = (M; ;)1 j<n définie par M; ; = )" donc :

1 a af - aft
1 ay af - aft
1 a, a2 - o't

. En raisonnant sur le systéme linéaire associé & M, montrer que det(M) = 0 ssi oy = ¢

pour un couple i # j de [1,n].

. Montrer que det(M) = ITyicjcn(aj — ;).
. Montrer que, si P = [];¢n(X — ;) € L[ X], le discriminant de P vaut det(M)?.

. Soit Sg = ¥, a¥. Montrer que le discriminant de P vaut :

S(] 51 52 Sn—l

Sl SQ Sn

det S ST e S
Spo1 T S

Solution 9. Nous allons travailler dans L puis montrer que certaines égalités ont lieu dans A.

1. Soit det(M) = 0. Alors il existe (ag,--.,an-1) € L™\ {0} solution du systeme :

ap+ajoq + -+ an,la?_l =0
ap+ a0, + - + an_laﬁ_l =0

Ainsi, aq, ..., a, sont racines du polynéme a,,_1 X" +---+ag € L[ X]. Comme ce polynéme
est non nul et de degré au plus n -1, il ne peut admettre plus que n -1 racines distinctes,
donc ¢; = a; pour au moins un couple (4,7) € [1,n] x [1,n] avec i # j.

Réciproquement, si a; = a; pour un couple (4,7) € [1,n] x [1,n] avec ¢ # j, alors le
colonnes i et j de la matrice M sont égales donc det(M) = 0.

. Une premiere méthode consiste a procéder par factorialité. D’abord, la matrice M est

homogene en («) = (e, ..., a,) de multidegrés (e,d) avec d; =n—1et e; =n—j pouri,j €
[1,n]. Donc D = det(M) est un polynéme homogene en («) de degré Z;»L_Olj =n(n-1)/2.
On voit que le coefficient dominant de D en «, est 1 car le terme de degré maximum
en o, dans de développement de det(M) s’obtient comme produit des coefficients sur la
diagonale de M.

Pour i € [1,n] fixé, on pose B = A[ay,...,®i-1,Q441,--.,Q,] et on regarde D comme
élément de A = B[oy]. Pour i # j € [1,n] on peut diviser D par a; — «; et obtenir D =
U(a; —aj)+V avec V e B. Comme D(a;) = 0 d’apres la question précédente, on trouve
V =0, donc «; — «; divise D. Comme o; — o; sont irréductibles non conjugués de A pour
tout couple i # j dans [1,n], on voit que [T;;<j<n (j — ;) divise D puis que ces polynoémes
sont égaux en comparant les degrés et les coefficients dominants en av,.

Une autre méthode consiste a effectuer des opérations sur les colonnes de M. Soit C; la
j-iéme colonne de M. C’est long mais non sans intérét. On continue d’appeler C; la j-ieme
colonne de chaque étape de I'algorithme de Gauss.
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I) La colonne C; est laissée inchangée. Par contre on remplace Cy < Cy — a1Cy, puis
Cj < Cj-al™'Cy, pour j € [2,n] pour obtenir :

1 0 0 0
1 as—a; ai-af - afl-apt
1 ap-a1 a2-a3 -« ot l-ap™!
IT) Définissons pour p,q entiers le polynéme symétrique T, (X7, ..., X,), somme de tous
les monomes distincts de degré ¢ en X7, ..., X, pris avec coefficient 1. Autrement dit :
T,(X1,...,X,) = Z Xy X, -

1<iy < <ip<q

Donc la matrice précédente s’écrit aussi :

1 0 0 0
1 aw—aq (az—-a)Ti(ar,a2) - (2 —a1)Th-o(ar,a)
1 Op — O (an - al)Tl(ala an) (an - al)Tn—Q(ala an)

On remarque la formule suivante :
q
(1) Ty(X1, o, Xp, Vi, Vo) = S Tu(Xy, o, X)) Tye(Y3, -, V).
£=0
III) Posons Tj, = 0 pour ¢ < 0. On fait ensuite, pour j € [1,n], le remplacement suivant :
Cj < Cj - Tja(ar,az)Ca.

Ceci n’a lieu en pratique que pour j € [3,n] car T, = 0 si ¢ < 0. On obtient :

1 0 0 0
1 Qo — (1 0 0
1 av—oq (az—ai)(az—az) - (az—a1)(as-a)Th-3(ar,as, as)
1 apn-a1 (ap-a1)(an—a2) - (an-—a1)(on—a)Th-s(o, a0, ap)

IV) On continue de la sorte, ainsi pour & € [2,n] on passe la k-ieme étape de algorithme
en remplacant :

Cj <« Cj - Tj_k+1(a1, .. .,ak_l)C’k_l, pour tout j > k.

Les étapes déja vues correspondent aux cas k = 2 et k = 3. On passe a I’étape suivante
en remplacant k par k + 1.

V) Montrons que, par cet algorithme, on obtient de nouvelles colonnes de la forme :

(2) Cj = ((ai - Oél)"'(Oéi - ak_l)Tj_k(al, RPN 77 I ai))ie[[l,n]] .
Remarquons aussi que, une fois (2) démontrée, on aura la conclusion D = [Ty ¢;cjcp (0~
«;) car la matrice (C1,...,C,) est triangulaire inférieure donc :
n n i—-1
D=T1C;; =TTIT(c - ).
j=1 i=10=1

VI) La preuve de ([2) se fait par récurrence sur k, les cas k = 1,2 étant déja faits. L’égalité
est & montrer seulement pour i € [k + 1,n]. Il suffit d’assumer la validité de la formule
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jusqu’a 'étape k et de la montrer au rang k + 1, ce qu’on fait par le calcul suivant.
On remplace C; par C; — Tj_g+1(cv, . .., ax-1)Ck-1 donc par :

k-1 k-1
Cj= H(ai —a)Tjp(ar,. .., op-1,05) = Tjp(a, ..., ax) H(ai —ay) =
2=1 =1

k-1
= H(O&i —Oég) (Tj_k(()q, .. '7ak—17ai) —Tj_k(al, e ,Ozk)) =
Z_

k—l
=[] (a; —ay (ZTJ ke, .7041@1)(@5—0!%)):

e:1

k—l

= i =) Z ke o) (i — o) Tooa (i, ) | =
e:1

51»

—Oée)(z —k—e(a1,. -aak—l)TZ—l(ai,ak)) =

~
]
juy

=

(Ozi - (X@)Tj_k_l(oq, .. .,ak,ai),

o~
Il
=

ou a utilisé I’équation . C’est ce qu'il fallait montrer.

3. On passe par 'exercice 4] On a :
n
P(X) = Z [I &X-o)).
£=1je[1,n]\{€}
Comme [Tjeq1,n) ey (@i — ;) =0 si i # £, on en obtient :
Res(P,P') = HP(al :HZ [T (i-a;)=]] II (ci-q;).
=1 i=1£=1 je[1,n]\{¢} =1 je[1,n]{i}
C’est ce qu’on voulait. En effet comme P est unitaire, son discriminant A(P) vaut :
n(n-1 n(n-1) 2

Res(P, PYy=(-1)"= J] I (xi-a;)= J] (o - )2,

=1 je[1,n]\{i} 1<i<j<n

A(P) = (-1)

le signe étant dfi aux n(n-1)/2 applications de la formule (a; — ;) (a; — ;) = —(aj — ;)?,
chaque application ayant lieu pour le choix d’un couple (¢,7) dans [1,n] pour i < j, et ces
couples étant au nombre de (g) =n(n-1)/2.

4. Soit N la matrice dont on doit calculer le déterminant. On a :
= (Mt)Mv
donc det(N) = D? est le discriminant de P.

Exercice 10. Soient K un corps, M € GL,(K) et v € K™ un vecteur. Montrer que 'unique

solution X =*(z1,...,2,) de ’équation M X = v est donnée par
det(M;
= ) G
det(M)

ou M; est la matrice obtenue a partir de M en remplagant la i-éme colonne par v.

Solution 10. Soit M = (a; ;), donc :

M



Notons N = (b; ;) la comatrice Co(M) :
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a1,1 ai,2 ay,5-1 Ay j+1°"" a1n
b = (~1)"™ det Ai-1,1  @j-1,2 Ai-1,j-1  Qi-1,5+41"""  Qi-1,n
ai-1,1  Gi41,2 Ait1,5-1  Gitl,5+1 Qirl,n
Gn,1 an,2 n,j-1 Qn,j+1°" an n
On peut écrire my vecteur colonne de M et e; vecteur de la base canonique (eq,...,e,). Puis
Ai=(e1,...,ei-1,X,€i41,...,€,). Donc :

MAl = (ml,...,mi_l,MX,mHl,...,mn) :Mi.

Ceci implique det(M) det(A;) = det(M;) donc det(A;) = det(M;)/det M sachant que M est inver-

sible. Ensuite, on a clairement x; = det(A;).



M1 — ALGEBRE 1 TD 5 — ANNEE 20182019

Exercice 1. Soient K c L une extension de corps et a € L.

1. Montrer que :
K«w:{f“°vgeAIXngo¢d}
9(a)

Soit K =C, L =C(T) puis a; = T%, K; = C(ay), ag = T?-2T et Ky = C(az). Posons Ky = K1 nK».
2. Montrer que L est algébrique sur K7 et sur K.
3. Soit a € K. Utiliser hy,hs € L tels que hy(T?) = a(T) = ho(T? - 2T') pour montrer :
a(-T) =a(T), a(2-T) =a(T), puis : a(T) = (T +2).
4. Montrer que, si zg € C est un zéro de z — «(z), alors zg+2 en est un autre. Déduire Ky = C.
5. Conclure que l'intersection d’extensions algébriques ne l’est pas forcément.
Solution 1. Rappelons que K[a] est le plus petit sous anneaux de L contenant « et K tandis

que K («) est le plus petit sous corps de L contenant o et K. On a K[a] c K(«), avec égalité ssi
« algébrique.

1. Notons :
4 {1
g(a)
— On a, pour tout f,g € K[X], des éléments f(a),g(a) € K[a]. Ainsi, si g(a) # 0, alors
f(a)/g(a) € K(a). Nous avons montré A c K(«).

— Par ailleurs, A contient o et K. De plus, A est un sous corps de L puisque, pour
r1 = fi(a)/g1 (@) et ro = fa(a)/ga(a) éléments de A, on a :

fila)fol@) fila)gz(a) + f2(a)gi(e)

f»gEK[X],g(a)th}.

mry = ) L try= )
g2(a)g2(a) g92(a)g2(e)
car g1(a)gz2(a) # 0. De plus, si 71 # 0 alors 1/r1 = g1(a)/f1(«) appartient & A car
fl(a) # 0.

— Ainsi A est un sous corps de L contenant K et «, il contient donc le plus petit de ces
sous corps, i.e. K(a). Donc K(«) c A. Finalement, A = K («).

2. Comme L = K(T), il suffit de montrer que T est algébrique sur K; et K. Il s’agit de trouver
un polynéme annulateur p; en T & coefficients dans K;. Pour Ky, on a K1 = C(«ay) c C(T),
avec a; = T2, On considere py(X) = X2 - ay € K1[X]. Alors py(T) = T? - a; = 0, donc
p1 convient. Pour K», on a as = T? — T donc si on pose p2(X) = X2 - X - ay on trouve
p2(T) =T? - T - s = 0, donc T est algébrique sur Ky = C(az).

3. Rappelons que L = C(T).

— Comme a € K; = C(T?), on a a = hy(T?). pour un certain h; = fi/g; ou
f1(X), 91(X) e C[X] avec g1(T') # 0.
— De méme a € Ky = C(T? - 2T), donc a = ho(T? - 2T') pour un certain hy = fa/gs oil
f2(X), 92(X) € C[X] avec go(T? - 2T) # 0.
— Ainsi @ = a(T) = hi(T?) et a(-T) = h1((-T)?) = hi(T?) = a1 (T). De méme « =
a(T) = ho(T? - 2T) donne :
a(2-T)=ha((2-T)*-2(2-T)) = (7).
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— On en obtient :
a(T+2)=a(2-(-T)) =a(-T) = (7).

4. Si a(z9) = 0 alors a(zp +2) = a(z9) = 0. Soit alors o = f(T)/g(T) € Ky c C(T), donc
f,9 € C[X] et g(T) # 0. Supposons deg(f) > 0. Alors, comme C est algébriquement clos,
il existe zg € C tel que f(29) = 0. Ainsi, du fait que a(zg +2) = 0 on déduit que zg + 2
est racine de f et par conséquent f admet pour racine tous les points de la forme zy + 2k,
k € N, hormis éventuellement pour les valeurs (en nombre fini) de k telles que g(zo+2k) = 0.
Comme f ne possede qu’'un nombre fini de racines, cela n’est pas possible.
Nous avons exclu le cas deg(f) > 0, donc f doit étre constante. On considére maintenant
o =1/a =g/f, bien str f(T) # 0 (f est une constante). De méme on aura a'(zg+2) =0
des lors que a’(29) = 0. On en déduit que g est aussi constante, donc o = f/g € C. Nous
avons montré Ky c C. L’inclusion réciproque est évidente, donc Ky = C.

5. Les extensions L/K; et L/Ky sont algébriques. Pour C = Ky = K1 n Ko, lextension L/K)
n’est pas algébrique, car T n’est pas algébrique sur C.
Exercice 2. Soit K un corps.
1. Montrer que toute extension de degré fini de K est de type fini.
2. Montrer qu’il existe des extensions de type fini de K qui ne sont pas de degré fini.
Solution 2. Une extension L de K est de type fini s’il existe aq,...,a, € L tels que L =
K(aq,...,a,). Une extension L de K est de degré fini si dimg (L) < oo.

1. Soit L une extension de degré fini de K et soit («y,...,a,) une K-base de L. Alors
L=K(ay,...,a,), donc L est de type fini. En effet, évidemment K(ay,...,a,) c L. Par
ailleurs, tout élément de L s’écrit comme combinaison linéaire de (a1, ..., a,) & coefficients
dans K, donc appartient & K(ayq,...,a,).

2. Par exemple L = K(X) est de type fini sur K (par définition), mais n’est pas de degré fini
sur K, car les éléments (1, X,..., X", ...) sont libres sur K.

Exercice 3. Soient F, F,L des corps tels que F c L et F ¢ L. On note E[F] = F[E] le sous
anneau de L engendré par EU F et E'F le sous corps de L engendré par EFuU F'.

1) Montrer que E[F] est formé des éléments de L de la forme
aiby + - +apby,
avec ay,...,a, € F et by,...,b, € F.
2) Montrer que E'F est le corps des fractions de E[F].
3) Soit a,B e L, et f,ge E[X] polynémes annulateurs de «, 8, avec n = deg(g). Soit :
h(X) =g(Y - X) e A[X],
k(X) = X"g(Y/X) e A[X],
((X) = f(X?Y) e A[X].
Montrer que Resx (f,h) annule o + 8, Resx (f, k) annule a8 et, si « # 0, alors Resx (f,£)
annule 1/a.

4) Montrer que, si E et F sont algébriques sur En F, alors E[F] = EF.
Solution 3. Notons A la partie de L suivante :

A={aiby +-+anb, | neN,Vie[l,n],a; € E,b; € F}.
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1)

On voit que A contient E et F. Un calcul direct montre que, pour tout a,a’ € A on a
a—a' € Aetaa €A Ainsi A est un sous anneau de L qui contient F et F donc A contient
le plus petit parmi ces sous anneaux, a savoir E[F].

Réciproquement, pour n € N fixé et a,...,a, € E et by,...,b, € F on voit que a =

a1by + -+ + apb, appartient & E[F] car pour chaque i € [1,n] on a a;,b; € E[E] donc
a;b; € E[F] donc aussi a € E[F]. Ainsi A c E[F] donc finalement A = E[F].
Soit B le corps des fractions de E[F]. Le corps B contient E et F, donc il contient le
plus petit des sous corps de L contenant E et F, i.e. EF c B. Réciproquement, pour
f,9 € E[F]x E[F]*, on a f,g € EF donc f/g € EF car g # 0. Si on résume, B c EF.
Conclusion, B = EF.

Soit v = a+ . Posons R = Resx (h, ) € K[Y]. Remarquons que le coefficient dominant en
X de g(Y - X) est le méme que celui de g(X). Ainsi, degy (g(v- X)) =degx (g(Y - X)).
La méme chose vaut pour f car f ne dépend pas de Y. Par conséquent :

R(7) = Resx (9(v - X), f(X)).

Maintenant, comme « est racine commune de f(X) et g(y—X), on obtient Resx (g(y -
X), f(X)) =0. Ainsi, R(v) = 0. Nous avons montré que R annule ~.

De méme on pose § = af et S = Resx(k, f). On obtient que degy(X"g(Y /X)) =
degx (X™g(6/X)), puis de méme pour f. Ainsi :

S5(8) = Resx (X"g(6/X), f(X)).

De nouveau « est racine commune de f(X) et X"g(§/X) donc ce résultant est nul i.e.
S(0) =0. Pour 1/« c’est le méme argument.

On a E[F] c EF. Pour I'implication réciproque, on peut utiliser la question précédente.
Ou alors on peut raisonner comme suit. Soit a € EF, donc il existe (b,c) € E[F] x E[F]*
tels que a = b/c.

Soit ¢ = a1by + -+ + apb, pour certains n € N*, a; € E, b; € F pour tout i € [1,n]. Ainsi,
be M =E(by,...,b,) c EF. On voit que M est une extension de degré fini de E. En effet,
E(by) est de degré fini sur E car by est algébrique sur En F. De méme E(by,bs) est de
degré fini sur E(by) car by est algébrique sur E'n F'. En itérant cette remarque on obtient
que M est de degré fini sur E.

En particulier E(c) ¢ M est de dimension finie sur E donc c¢ est algébrique sur E. Ainsi,
E(c) = E[c], en particulier ¢ € E[F']. Par conséquent, a = b/c € E[F]. On a donc montré
E[F] = EF.

Exercice 4. Soient K, FE, L trois corps tels que K c E c L.

5)

Montrer que [L: K] <oossi [E:K]<oo et [L:E]< .
Soit F un corps tel que K c F'c L. Montrer que, si [F': En F] < oo, alors [EF : E] < co.
Montrer que, si [E: EnF] <o et [F:EnF]<ooalors [EF: EnF]<oo.

Montrer que [F: ENF|<[EF : EnF], [E: EnF] <[EF : F] et que, si E,F sont
algébriques sur £ n F alors :

[EF:K]|<[F:K][E:K].
Décrire le cas [EF : K] =[F: K][E: K].

Solution 4. On note #A le cardinal d’un ensemble A.

1)

Soit (o | i € I) une K-base de E et (B, | j € J) une E-base de L. Alors le théoréme de
la base télescopique affirme que (a;5; | (4,7) € I x J) est une K-base de L. Le cardinal de
cette base est #I#J, ce qui est fini ssi I et J sont finis.
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2) Soit [F': En F] < oo. 1l existe alors une (E n F)-base (aq,...,ay,) € F™ de F. Un élément
de a € E[F] s’écrit a = ayby + -+ + amby, pour un certain m € N, et, pour ¢ € [1,m], a; € E
et b; € F. Ainsi, il existe z; ; € En F tels que b; = Z}Zl x; j;, donc :

n

m
a= Z Y0, ou : y; = Zaixiyj €eF.
j=1 i=1

Donc (aq,...,a,) est une famille de E[F'] génératrice au-dessus de F.
Par conséquent, tout élément a € E[F]* est algébrique sur E donc E(a) = E[a]. On en
déduit que E[F] = EF. Ainsi, (a1, ...,q,) est une famille de EF génératrice au-dessus de
E. Comme cette famille a cardinal n, on a [EF : E]<n=[F:EnF].
3) Soit (ai,...,a,) € E™ une (En F)-base de E et (B1,...,5¢) € F* une (E n F)-base de F.
Un élément a € E[F] s’écrit a = a1by + -+ + amb,y, pour un certain m € N, et, pour i € [1,m],
a; € B et b; € F'. Ainsi, il existe x; ; et y; , dans E'n F tels que pour tout ¢ € [1,m] on ait
a; = Z;»L:l T4, 5005 et bl = Zi:l xi)kﬁk. Ainsi :

n /£ m
a= Y ZkaiBe, oW zjg= )XY
j=1k=1 i=1
Ainsi, (a;8k | (4,k) € [1,n] x[1,£]) est une famille génératrice de E[F] au-dessus de EnF'.

On en déduit que tout élément a de E[F]* est algébrique sur En F donc En F(a) =

En F[a]. Ainsi, E[F] = EF, donc ce qui précéde montre [EF : En F| <n/, ie. :
[EF:EnF]<[E:EnF][FnEnF].

4) Comme FNnFcEcEF et EnFcE=FcEF,ona:
[EF:EnF]=[EF:E|[E:EnF]>[E:EnF],
[EF:EnF]=[EF:F][F:EnF]>[F:EnF].

Ensuite, soit («; | i € I) une K-base de E. Un élément a € EF s’écrit a = b/c avec
(b,¢) € E[F] x E[F]*. Par l'exercice [3| nous avons EF = E[F], donc a € EF sécrit
aiby + -+ + amby, pour certains m € N* | a; € E, b; € F, pour tout i € [1,m]. Ainsi, il existe
z;,; € K tels que, pour tout i € [1,m], on ait a; = ¥ ;¢ i 505, avec pour tout i € [1,m] fixé,
seulement un ensemble fini J; de valeurs de j € I donne x; ; # 0.

Alors a = ¥ e yja; ol y; = ¥y a4 5b;. Ainsi, a; = 0 sauf pour un nombre fini de valeurs
de j € I, ces valeurs étant contenues dans Ui, J;. On a donc y; € F' pour tout j € I. Ainsi,
(e | © € I) est une famille génératrice pour EF au-dessus de F, donc [EF : F|<[E: K].
On en obtient :

[EF:K]=[EF:F][F:K]|<[E:K][F:K].
5) D’apres la discussion qui précede, ce cas se produit ssi [EF : F]=[E: K].

Exercice 5. Soit K = Q(«) ou « satisfait I’équation

a+al+a+2=0.

Exprimer (a? + a+1)(a? +a) et (a—1)7! sous la forme suivante, avec a,b,c e Q :
ac’® +ba + ¢

Solution 5. Le polynome f = X3+X?+X +2 € Q[ X] est annulateur pour , unitaire et irréductible.
En effet, comme f a degré 3, il suffit de voir que f n’a pas de racine r = p/q dans Q, avec
pged(p, ¢) = 1. On sait que, si r était une telle racine alors p divise le terme constant 2 de f et ¢
divise le coefficient dominant 1 de f, donc r = +2. Mais ni 2 ni -2 ne sont racines de f.

De cette facon on voit que a, b, ¢ existent, quelque soit I’élément de K choisi, car une Q-base de
K est (1,a,a?), du moment que K est isomorphe & Q[ X]/(f).
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Pour le calcul, on a :
(®+a+1)(?+a)=-2a-2,
(a-1)"=~(1/5)a* - (2/5)a - 3/5.
Pour trouver ces expressions on peut envisager plusieurs méthodes.

— On développe (a?+a+1)(a?+a) = a* +2a +2a% +a puis on remplace o® par —(a?+a+2),
o par —a(a?+a+2) puis on itére ces remplacements jusqu’a obtenir 'expression cherchée.

— On fait la division euclidienne dans Q[X ] de p = (X?+ X +1)(X?+ X) par f, ce qui donne
qeQ[X] et reQ[X]2 tels que :

(X2+ X +1)( X%+ X)=qf +r.

De cette facon, 7(a) = aa® + ba + ¢ est I'expression cherchée.

— Pour 1/(a - 1), on procede par identification des coefficients et utiliser a® = —(a? + a + 2)

donc écrire :
(aa® +ba+c)(a-1)=a*(b-2a) +a(c-b-a) - (2a+¢) = 1.
Ainsi, on obtient :
1 p—
a-1
— Sinon, comme f est irréductible et g = X -1 € Q[ X ] n’est pas multiple de f, on peut trouver
par I'algorithme d’Euclide u,v € Q[X] tels que uf +vg = 1. On aura donc v(a) = (a—1)71.
Dans ce cas on trouve immédiatement u = 1/5 et v = 1/5(X? + 2X + 3), ce qui confirme le
résultat trouvé précédemment.

1
—g(a2 +2a+3).

Exercice 6. Soient «, deux éléments algébriques sur un corps K. Soient f,g les polynoémes
minimaux de a, § sur K, respectivement. On suppose que les degrés de f et g sont premiers entre
eux. Montrer que g est un polynéme irréductible dans K («)[X].

Solution 6. Soit n = deg(f) et m = deg(g). Soit L = K(«, ). On a 8 € L de degré deg(G) sur
K[a], ot G est le polynéme minimal de 8 sur K(«). Soit u = deg(G). On a :

[L:K]=[K(a,8): K()][K(a): K] =un.

Le polynéme G est un diviseur de g donc comme G et g sont unitaires on a G = g ssi u=m ssi
g est irréductible sur K(«).

Or de méme [L : K] = vm olt v est le degré du polynéme minimal de a sur K (). Ainsi un = vm.
Comme pged(m,n) =1, on a alors u = m et v = n par factorialité. Ainsi g = G et g est irréductible
sur K(a).

2mi/3 2mif2

eti=e . Donner les polynomes minimaux sur Q des éléments de

C\/i i+, (j+\/§.

Solution 7. Pour trouver des polynémes annulateurs des éléments en question on peut utiliser
I’exercice [8l Nous montrons ici d’autres méthodes.

On a ¢3 =1 donc X3 -1 est annulateur pour ¢. Puis le facteur X2 + X + 1 est irréductible car
de degré 2 sans racines réelles, tandis que X — 1 n’est pas annulateur pour ¢, ainsi X2 + X + 1 est
le polynéme minimal de (.

On sait que (/2 appartient & Q(v/2,¢) = Q(v/2)(¢) donc la formule du degré implique que
deg(¢v/2) < [Q(V2,¢) : Q] < 4. On calcule les puissances de ¢+/2 donc :

(CV2)P=2¢%, ((V2)*=2v2,  ((V2)'=4C

Exercice 7. Soit ( =e
C suivants :
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On a ¢ + (2 = -1 donc on voit que :
(V) +2(V20)? +4=4C + 4¢3 +4=0.
Ainsi f(X) = X* +2X? + 4 est annulateur pour /2¢. Pour voir qu’il est irréductible, on regarde
ses racines, qui sont v/2¢, v/2¢, V2€ et /2, ot & = €*™/6 est racine primitive sixieme de 1 donc
¢ = £2. La décomposition de f en irréductibles sur C s’écrit :
FOX) = (X = V28) (X - V26) (X - V20 (X - V2().
La décomposition en irréductibles sur R s’écrit donc :
F(X) = (X2 -2v2X +2)(X? +2V2X +2).

On voit qu’aucun produit de ces termes de degré 2 n’est a coeflicients rationnels, donc par facto-
rialité dans C[X ] on obtient que f est irréductible dans Q[ X].

Pour i + j, on propose une méthode d’algebre linéaire. On sait que le polynéme minimal sur Q
de i+ j a degré 2 ou 4 car M = Q(4,5) est une extension de degré 4 de Q et i+ j est irrationnel.
En effet, [M : Q] = 2[M : Q(i)] car i + 1 = 0 et i n’appartient pas & Q. Puis [M : Q(i)] = 2 car
j2+j+1=0et j n’appartient pas & Q(4), en effet j = —1/2+4/3/2 dans C, et comme (1,7) est une
Q-base de Q(i) on devrait avoir v/3/2 € Q, ce qui n’est pas le cas.

Donc un polynéme annulateur de i + j s’écrit f(X) = agsX?* + - + ag avec a; € Q pour i € [0,4]

et :
ag —2as + a3+ Tag =0, pour 1,
a1 —4as +4day =0, pour 4,
a1 —ag —3ag + Tag =0, pour j,
2a5 — 3a3 — 4ay, pour ¢j.

Ceci donne un systéme linéaire dont la matrice en la base canonique de Q[X]4 est :

10 -2 1 7
01 0 -4 4
M=y 1 1 3 7

00 2 -3 -4

On voit par un pivot de Gauss immédiat que M a rang 4, donc l'espace vectoriel E' des solutions
de ce systeme a dimension 1. Or si il existait un polynéme annulateur g de ¢+ j de degré n <4, on
aurait cgX* annulateur de i + j, pour k=0,...,4-n et c € Q. Ces polynémes formant une famille
libre, on aurait dim(E) > 1. Ainsi le polynéme minimal de i + j a degré 4. La seule solution de E
satisfaisant a4 = 1 donne le polynéme minimal de i + j, & savoir :

at 203 + 527 + dx + 1.
Par des arguments similaires on trouve le polynéme minimal sur Q de j + /3, qui s’écrit z* +
223 - 3z% - 4z + 13.
Exercice 8. Montrer qu'un corps fini n’est pas algébriquement clos.
Solution 8. On écrit K corps de cardinal n € N comme K = {a1,...,a,}. Ainsi on consideére :
n
F(X)=1+][(X - ).
i=1
Pour tout o € K il existe i € [1,n] tel que @ = o, donc f(«) = 1. Ainsi f n’a pas de racine dans K,
de sorte que K n’est pas algébriquement clos.

Exercice 9. Soient K un corps et F = {f; }ie; une famille de polynoémes dans K[X].

1. Soient Lq, Ly deux corps de décomposition de F. Montrer qu’il existe un K-isomorphisme
o: Ly — Lo, c’est-a-dire un isomorphisme de corps o tel que o|x = idk.
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2. Soit M une cléture algébrique de K. Montrer que M contient un unique corps de
décomposition de F.

Solution 9. Cet exercice dit que deux corps de décomposition sont abstraitement isomorphes et
qu’ils sont méme égaux si on fixe une cloture algébrique commune.

1. II existe des clotures algébriques My et My de Ly et Lo, ainsi pour i = 1,2 on a M; corps
algébriquement clos, algébrique sur L;. Comme L; est algébrique sur K, M; est aussi une
cloture algébrique de K. Il existe donc un K-isomorphisme ¢ : My - M.

Montrons que ¢ définit un K-isomorphisme de L sur Lo. Comme L; et Lo sont des
corps de décomposition de F, il suffit de montrer que, quel que soit i € I, ¢ envoie une
racine o€ Ly de f; dans Ly et que ¢! envoie une racine 3 € Ly de f; dans L;. Or ceci est
clair, en effet f;(¢(a)) = fi(a) = 0 puisque ¢ est un K-isomorphisme, donc ¢(a) € My est
racine de f; et par conséquent () € Lo. Pour 3, c’est le méme argument.

2. Comme M est algébriquement clos, f; est scindé sur M donc toutes les racines de f;
appartiennent & M. Ainsi, le sous corps de M engendré par K et la réunion des racines de
(fi), pour tout ¢ € I, est un corps de décomposition de F.

Montrons que le corps de décomposition de F dans M est unique. Soient L et N deux
corps de décomposition de F contenus dans M. Alors N et L contiennent K et la réunion
des racines de (f;), pour i € I. Donc N et L contiennent le sous corps F' de M engendré
par K et les racines en question. Comme N et L sont engendrés sur K par ces racines, on
aN=F=L.

Exercice 10. Soient K un corps et L une cloture algébrique de K. Soient o, 8 € L \ K. Etablir
I’équivalence des deux conditions suivantes :

i) il existe un K-automorphisme ¢ de L tel que p(a) = 3;
ii) « et  ont le méme polyndéme minimal sur K.

Solution 10. On considere K(«) et K() dans L. Si f et g sont les polynémes minimaux de «
et B au-dessus de K, alors on a un isomorphisme :
K(a) = K[X]/(f),  K(B)=K[X]/(g).

La surjection K[X] - K () qui envoie X sur § définit une application du quotient K[X]/(f)
vers K () si et seulement si f(3) =0, i.e. si et seulement si g | f. Comme f et g sont irréductibles
et unitaires, ceci équivaut a f = g. Ainsi, il existe un K-isomorphisme K(a) - K(f3) ssi f = g.

Passons aux implications. Si il existe un K-automorphisme ¢ : L — L tel que p(a) = 8 alors ¢
envoie K (a) sur K(f) et comme ces deux espaces vectoriels ont méme dimension (finie) et ¢ est
injective, on en obtient un K-isomorphisme g de K(«) sur K(8). D’apreés ce qui précede, f = g.

Réciproquement, soit f = g. Ainsi, nous avons montré qu’il existe un K-isomorphisme ¢ :
K(a) - K(B) qui envoie a sur 3. Le corps L est une cloture algébrique de K et par conséquent
des sous corps K(a) et K(3) de L.

On regarde alors les deux extensions suivantes, d’abord inclusion ¢ : K(«) c L et ensuite la
composition j =ioyg: K(a) > K(8) - L. Les deux sont une cléture algébrique de K (a). On sait
qu'il existe alors un isomorphisme ¢ : L - L tel que g oi=j =140 g. Ainsi ¢ convient.

Exercice 11. Soit P € K[X] un polynoéme de degré n > 1 et L o K son corps de décomposition.
Montrer que [L: K] divise n!.

Solution 11. Par récurrence sur n, et cela pour toute extension de corps. En effet, sin =1 on a
L = K. Soit n>1 et supposons le résultat valide pour tout degré inférieur & n.

— Soit P irréductible sur K et considérons « € L une racine de P et le corps F' = K(«a) c L.
Si on regarde P comme élément de F[X] alors P(X) = (X - @)Q(X) pour un certain
polynéme @ € F[X] de degré n — 1. Ainsi, par récurrence [L : F'] divise (n — 1)!. De plus
[F: K]=n car P est irréductible sur K. Ainsi, [L: K| =[L: F][F : K] divise n!.
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— Soit P réductible donc P = QR avec @ irréductible sur K et de degré m < n. Alors le
corps de décomposition F' de @ sur K est un sous corps de L qui satisfait [F : K] | m! par
récurrence. De méme, L est le corps de décomposition de R sur F' donc [L: F]| (m —n).
Ainsi :

[L:K]=[L:F][F:K]|m!(n-m)!|n!

u+v
v

En effet, ulv!| (u+v)!, du fait que ( ) est un entier.

Exercice 12. Soit o un nombre réel tel que a* = 5.
1. Montrer que Q(ia?) est une extension normale de Q.
2. Montrer que Q(a +ia) est une extension normale de Q(ia?).

3. Montrer que Q(a + i) n’est pas une extension normale de Q.

Solution 12. Extension normale ssi corps décomposition.
1) L’élément ia? annule x2 + 5, polynéme de degré 2, donc extension normale (racine et son
opposé).
2) L’élément « + i annule 22 — 2ia?. Polynome de degré 2, donc extension normale.

3) Remarquons que ceci revient & donner un exemple de tour d’extensions normales qui n’est
pas normale. Posons 3 = ia? et v = a + icv. Donc :

v -28=0, B%+5=0, vt +20=0.
Le polynome z* + 20 est irréductible sur Q. Il se décompose dans Q(i,vy) de la facon
suivante :
2t 420 = (- y)(x +7)(x —iv)(x +iv).
Donc D'extension est normale ssi iy € Q(v), autrement dit ssi 4 € Q(y). Mais si ¢ € Q(v),

comme v = « + i on aurait « € Q(vy) donc Q(7, @) c Q(). Mais ceci est impossible, parce
que [Q(i,) : Q] = 8, ce que I'on voit par Q(i,a) = Q(a)(4) et i ¢ Q(a) car Q(«) c R.
Exercice 13. Décrire les corps de décomposition des polyndomes suivants sur Q :

a) X2-2;

b) X3-2;

c) X2+ X +1;

d) X6+ X3+1.

Solution 13. Le corps de décomposition K de f est de la forme K = Q(aq,...,a,), ot les a; sont
les racines du polynome f.

a) X2-2. Dans ce cas, K = Q(+/2).

b) X3 2. Soit a = ¥/2. Le polynéme f(X) = X* -2 s’annule en a, et est irréductible sur Q
d’apres Eisenstein, donc [Q(«a) : Q] = 3. Par contre, cette extension est totalement réelle,
donc elle ne peut pas étre le corps de décomposition de f. En effet ce dernier contient
aj, ol j = €*™/3, Ensuite, le polynéme minimal de j est X2 + X + 1 et [Q(5) : Q] = 2.
On que Q(a, j) contient toutes les racines de f, puisque celles-ci sont a, a;j et aj2. Donc

K cQ(«,7). De méme, K contient ces trois racines, donc K contient « et j = aj/a. Ainsi
K contient Q(«, 7). Finalement K = Q(a, ). On a alors [K : Q] =6.

c) X2+ X +1. Clest facile, c’est K = Q(j).

d) X6+X3+1.0na f(X)=X+X3+1et f(X3-1)=X?-1=g(X). Les racines de f sont les
racines primitives d’ordre 9 de 1. En effet, les racines d’ordre 9 ou 1 sont les racines de g,
et le facteur X3 -1 regroupe les racines qui ne sont pas primitives (d’ordre 3 ou 1). Donc,
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si on pose o = €279 alors Q(«) contient toutes les racines de f. Enfin f est irréductible

sur Q d’apres Eisenstein, car
F(X+1)=X%+6X°+15X" +21X3 +18X? +9X +3.
Donc on a [K : Q] = 6.

Exercice 14. Soit K un corps, f € K[X] de degré trois et L un corps de décomposition de f.
1. Montrer que [L: K] divise 6 puis que f est irréductible ssi [L : K] est multiple de 3.
2. Montrer que [L: K] =3 ssi f est irréductible et son discriminant est un carré de K.
3. Calculer [L: K]si K=Qet f=X?-6X%+15X +11.
4. Calculer [L: K]si K=Q(i) et f=X3+7X -Ti.

Solution 14. On peut supposer f unitaire sans perte de généralité. Le discriminant de f vaut
Ay = (a3 - az)?(as —a1)?(az —a1)?, a1, as, as étant les racines de f dans L.

1. On connait la réponse d’apres les exercices précédents. En tout cas, si f est irréductible
alors on a [K(a1): K] =3¢t f(X)=(X-a1)9(X) avec g(X) € K(a1)[X] de degré 2.
Donc L = K (a1, a) avec asp racine de g, car g(X) = (X —a1)(X —ag) avec ag € K(a1,as),
du fait que le quotient de g par X — a5 est unitaire de degré 1.

Donc si as € K(aq) alors [L : K| = 3, cette condition étant équivalente a ce que
Ay = (a3 — a2)? soit un carré dans K (aq).

Autrement, g est irréductible et [L: K] = 6. Par ailleurs si f n’est pas irréductible alors
soit L = K (si f a ses racines dans K) soit f posséde un facteur irréductible de degré 2 et
une racine dans K, auquel cas [L: K] = 2.

Quoi qu’il arrive, comme A, = (a3 — az)?, nous avons la relation :

Af = (Oég - 011)2(042 - a1)2Ag = (g(al))2Ag'

2. Soit Ay un carré de K et f irréductible. Si g(ay) = 0 alors g a une racine dans K (c;) donc

L=K(aq) et [L:K]=3. Sinon, si g(ay) # 0, de la relation entre les discriminants de f et
g on déduit que Ay est un carré de K (o). Par conséquent L = K(oy) et [L: K] =3.

Réciproquement, soit [L : K] = 3. Alors f est irréductible comme nous venons de le voir.
De plus nous avons vu que Ay est un carré dans K (aq) et par conséquent, via la relation
entre les discriminants de f et g, on voit que Ay est un carré de K(ay).

Soit alors § une racine de X? — Ay € K[X] dans une extension de K et considérons
F=K().Onal[F:K]=2ssi Ay n’est pas un carré de K, sinon K = F. Considérons
G=K(ay,9). On a :

[G:K]=3[G:K(x)]=[G:F][F:K].

Or comme Ay est un carré de K (aq), le polynéme annulateur X? —-Ay de § possede une
racine dans K («1). Autrement dit, G = K(«1) et [G: K] = 3. Par conséquent, [F : K] # 2,
ainsi [F: K]=11ie K =F et Ay est un carré de K.

3. Pour K =Qet f=X3-6X?+15X + 11, on voit que f n’a pas de racine et est donc
irréductible sur Q, par exemple en utilisant le fait qu’un racine rationnelle r = p/q avec
pged(p,q) = 1 doit satisfaire ¢ = +1 et p | 11, or ni 11 ni —11 ne sont racines de f. On
calcule le discriminant Ay = 3% x 17 x 37, ce qui n’est pas un carré de Q, donc [L: K] = 6.

4. Pour K = Q(i) et f = X3+ 7X —7i, on consideére 'anneau Z[i] des entiers de Gauss. On
voit que 7 est un irréductible de Z[i] car sinon 7 = (a +ib)(a — ib) = a® + b*> pour certains
a,beZ, or 7T n’est pas somme de deux carrés. Ainsi f est irréductible sur Z[i], et comme
Q(7) est le corps des fractions de Z[7], on a aussi f irréductible sur Q(%). Le discriminant
de f vaut 49, ce qui est un carré dans Q(7), donc [L: K] =3.
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Exercice 15. Déterminer le corps de décomposition de X3 +2X + 1 sur Fs.

Solution 15. D’abord, f est irréductible sur F3, car f est de degré 3 sans racines dans F3. Ainsi
posons F =F3(a) corps de rupture de f sur F3 donc f(a) =0. On a F ~Fy7. Dans F, on a :

f(X)=(X-a)g(X), avec: g(X)=X?’+aX+a’-1.

Le discriminant de ce polynome est A = a? —4(a? - 1) = 1. Ainsi, dans F le polynéme g possede

les racines :
—a+1

2
Ainsi, F' ~ Fy; est les corps de décomposition de f. Par ailleurs on aurait pu utiliser 'exercice [14] et
le fait que le résultant de f vaut 1 pour conclure également que F3(«) est le corps de décomposition
de f.

eF.

Exercice 16. Soit f= X3~ X +1 et F, un corps & g éléments.
1. Montrer que f est irréductible sur Fj.
2. Montrer que f est irréductible sur Fy.

3. Trouver toutes les racines de f dans o7 puis factoriser f dans For.

Solution 16. On sait que f est irréductible sur K ssi f n’a pas de racine dans K.

1. On voit que f(0) = f(1) = f(2) =1.
2. Le corps Fg est une extension quadratique de Fj3, donc f reste irréductible sur Fg par
I'exercice

3. Soit L le corps de rupture de f sur F3. Comme f est irréductible de degré 3 sur Fs, on a
[L:F3] = 3 donc F3 est un corps & 27 éléments donc L ~ Fy; car tous les corps finis de
cardinal donné sont isomorphes. Plus explicitement, si on considére Fo7; comme corps de
décomposition de X27 - X sur F3 alors, comme a € L* et #L* = 26 on a a?% = 1 donc « est
racine de X7 - X, i.e. o € Fy7. Ceci montre L c Fo; puis L = Fy; par égalité des cardinaux.

De ce fait, L contient aussi les autres racines de f, car L = Fo; contient toutes les racines
de X2" - X et f divise X?7 - X. Ainsi f est scindé sur Fy7. Pour factoriser f on procede
par division euclidienne, ce qui donne :

f(X)=(X-a)(X?*+aX+a’-1)=(X-a)(X-a-1)(X-a+1),

ot les racines du polynéme quadratique X2 + aX + a? - 1 sont trouvées facilement car son
discriminant vaut o — 4o +4 = 1 dans Fs.

Exercice 17. Considérons F3 = Z/3Z.
1. Montrer que f = X? - X —1 est irréductible sur Fs.
2. Soit « la classe de X dans Fg = F3[X]/(f). Montrer que « a ordre 8 dans Fj.
3. Donner l'ordre et le polynéme annulateur de 8 pour tout [ € Fg.
Solution 17. On sait qu'un polynéme de degré 2 est irréductible ssi il n’a pas de racine.
1. On voit que f(0) = f(1)-1, f(-1) =1, donc [ est irréductible.
2. On calcule les puissances de o comme suit :
i1l 2 | 3 |af[5] 6 | 7|8
o [[ala+l]-a+l|-1]-a|-a-1]a-1]1

3. Comme F3(«) a dimension 2 sur Fg, il s’agit d’un corps de cardinal 9 donc tous ces éléments
sont racines de XY — X. On factorise ce polynéme sur F3 pour obtenir :

X' X=X X-DX+D(X*-X-D(X*+1)(X*+X -1).
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— Les éléments 1,-1 de F3 c Fg sont racines des trois premiers facteurs ci-dessus. Ces
éléments ont ordre 1 et 2.

— Les éléments de Fg \ F3 sont racines des polynomes restants. On a « racine de f, puis
Pautre racine o de f satisfait a+ o’ =1 donc o’ = 1 - a.. Ceci aurait pu étre obtenu
aussi en remarquant que a® = 1 — a est racine du polynéme minimal f de o du fait
que z = 2 est le morphisme de Frobenius.

— Les racines +3 de X2 + 1 ont ordre 4 car 5% = =1 donc % = 1 tandis que 8 n’a pas
ordre 1 ou 2 (car on aurait alors J = +1).

— On sait que g est cyclique d’ordre 8, engendré par a et que l'indicatrice d’Euler ¢
satisfait ¢(8) = 4 donc il existe 4 éléments d’ordre 8 dans F§, & savoir a,a’,a’ a.
Ainsi o® et a” = (a®)? sont racines de X2 + X — 1.

Exercice 18. Considérons F5 = Z/5Z.

1.

SRRl

Montrer que fi = X2 - X +1 et fo = X2+ X + 1 sont irréductibles sur Fs.
Justifier que K7 =F5[X]/(f1) et Ko =F5[X]/(f2) sont deux corps isomorphes.
Trouver un isomorphisme ¢ explicite K1 - Ks.

Soit oy la classe de X dans K. Dire quel est I'ordre de o; dans K.

Montrer que as¢(ay) engendre K.

En factorisant X?° — X € F5[X], dénombrer les polynomes irréductibles de degré 2 sur Fs.

Solution 18. On sait qu'un polynéme de degré 2 est irréductible ssi il n’a pas de racine.

1.
2.

On voit que ni f1 ni fo n’ont de racine.

Ces deux anneaux sont des corps de rupture de f; et fo, qui sont degré 2 sur F5 donc
de cardinal 25. Ainsi, comme tous les corps finis de cardinal fixé sont isomorphes on a le
résultat.

. Procédons par analyse synthese. Supposons qu’il existe un K-isomorphisme ¢ : K1 — Ko.

Notons «; I'image de X dans K; pour i = 1,2. 1l existe a,b € F5 tels que p(a1) = aag +b.
Soit n € N et a; € F5,Vie [0,n]. Si f =a, X"+ +ag € F5[X] annule oy, alors :

0=¢(f(a1)) = fe(a1)).

Ainsi, comme f; annule «q, 'élément acs + b doit aussi annuler f;. De plus, on a
a3 = —ay - 1. Donc :
0=a’a3 +2abag +b* —acy —b+1=0>-b+1-a®+aaz(-a+2b-1).
Ainsi, comme a # 0 et (1, ) est une Q-base de Ko, on obtient a = 2b—1 donc 3b(1-b) = 0.
Nous avons deux choix possibles donc, a savoir (a,b) = (-1,0) ou (a,b) = (1,1) i.e. p(ay) =
ag, ou (1) = ag + 1. Les inverses de ces morphismes ce calculent facilement.

. On a a2 =-2et -2 a ordre 4 dans F; donc oy a ordre 8 dans Ky ~ Fas. On trouve aussi

a?=aj(a;-1)=(a; - 1) —a; = -1 donc a3 a ordre 2 de sorte que a; a ordre 6.

. On a dit que a7 a ordre 8 donc il en est de méme pour ¢(«1), rappelons que ay a ordre 6.

Ainsi, ordre de ¢(aq)as est le ppem de 8 et 6, & savoir 24, de sorte que ¢(a1 )as engendre
le groupe F3;.

. On trouve 5 polynémes de degré 1 dans la factorisation de X2 — X, dont les racines sont

les éléments de F5. Les autres polynémes sont de degré au moins 2, en fait précisément 2
car tout degré d > 2 fournirait un sous corps de Fa5 de cardinal 5% > 25 ce qui est absurde.

Par ailleurs, si f est un polynome irréductible unitaire de degré 2 sur F5 alors ’ensemble
de ses racines forme un corps a 25 éléments, donc isomorphe au corps de décomposition de
X% — X. Ainsi, si « est racine de f, f est le polynome minimal de o tandis que X%° - X
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annule o de sorte que f divise X2°~X. Donc les polynémes de degré 2 unitaires irréductibles
sur F5 sont précisément les facteurs de degré 2 unitaires dans la décomposition de X2° - X.

Comme #(Fo5 N F5) = 20 et que tout polynome irréductible unitaire de degré 2 est
le polynémes unitaire d’exactement deux éléments distincts de Fas \ Fy, on a 20/2 = 10
polynomes unitaires de degré 2 irréductibles sur F5. Ils sont :

X2+ X+1 éléments d’ordre 3,
X2-X+1 éléments d’ordre 6,
X2%-2 éléments d’ordre 8,
X242 éléments d’ordre 8,
X?+2X -1 éléments d’ordre 12,
X?-2X-1 éléments d’ordre 12,
X2-X+2 éléments d’ordre 24,
X?-2X -2 éléments d’ordre 24,
X%24+2X -2 éléments d’ordre 24,
X2+ X +2 éléments d’ordre 24.

Exercice 19. Considérons Fy = Z/2Z et, pour n € N, ensemble P,, des polyndémes de degré n
irréductibles dans Fo[ X ].

1. Déterminer Ps.

2. Montrer que :

X+ Xx=(X*"+X)[] 1.
JePy

3. Déterminer tous les éléments de Py.

4. Montrer que, pour m €N, on a :

X +x=T] I

d\m fépd
5. Déterminer le cardinal de Pig.

Solution 19. On rappelle que, en caractéristique 2, il n’y a pas lieu d’indiquer les signes.
1. OnaPy={X?+X +1}.

2. Les racines de X' + X forment les éléments de F16. Ce corps est une extension de degré
4 de Fy. Ainsi, a € F14 possede un polynome minimal de degré 1, 2 ou 4. Pour degré 1 on
trouve les polynémes X et X + 1 dont les racines sont les éléments de Fy. Pour degré 2 on
trouve le polynéme X2 + X + 1, dont les racines sont les éléments de Fy \ Fy, qui annulent
X%+ X donc X3 +1 donc & fortiori X'° +1 et par conséquent X6 + X. Ces éléments sont
donc dans Fig et X2 + X +1 divise X'6 + X. Les autres facteurs de X' + X ont degré d
et on voit d =4 car d | 16, d > 4 donnerait lieu & des extensions de cardinal plus grand que
16 tandis que nous avons déja traité les facteurs de degré d =1, 2.

Tous les polynomes de degré n irréductibles sur Fa (ces polynomes étant unitaires du fait
que F3 posséde un seul élément) apparaissent une et une seule fois dans la factorisation de
X164 X Tls apparaissent au moins une fois car un tel polynoéme est minimal pour a € Fig
et tout élément de Fig est racine de X' + X. Une seule fois car X6 + X est & racines
distinctes dans son corps de décomposition (du fait que la dérivée de ce polyndéme vaut 1).
Ceci montre la formule cherchée.



3. On trouve les polynomes :
Pe={X*+X+1, X"+ X341, X'+ X3+ X2+ X +1}.
4. Les facteurs irréductibles de F'(X) =X 2" X apparaissent avec multiplicité 1.

Soit d | m et f € Py, donc m = dk pour un certain k € N. Une racine o de f appartient
au corps de rupture de f ) qui possede 2¢ éléments donc est isomorphe & Foa. Ainsi a est

racine de X2 + X, ie. o' = a. Donc :
2d d d d
052 :( 2 )2 :a2 = a,
puis, en itérant k fois, o =« donc f divise X2 + X.

Réciproquement, tout facteur g irréductible unitaire de F' a degré d | n car une racine
a de g engendre un sous corps Fo(a) de Fom de degré d sur Fy, tandis que Fom a degré m
sur Fo. Nous avons montré que la décomposition en irréductibles de F donne la formule
cherchée.

5. Posons o, = #Pa». On a trouvé o =2, 01 = 1. On a alors :

op (22” Z Qka)

Ceci donne o3 = 30 et o4 = 4080.



