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Justifier vos réponses pour toutes les questions.

(1) Soit p un nombre premier.
(a) Montrer que P = ZZ;(l) X* € 7[X] est irréductible, et donc P est irréductible dans Q[X] .

Indication : Vous pouvez utiliser que P = )§(p:11 )
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(b) Soit w = exp(=7*) € C. Déterminer le degré de I'extension de corps, L, = Q(w) sur Q.

(c) Soit G) le groupe d’automorphismes du corps L. Donner l'ordre de ce groupe.

(d) Pour p = 13, montrer que le groupe G, est cyclique. Trouver un générateur.

(e) Soit n = exp(Z) € C, et soit M = Q(n). Déterminer le degré de I'extension de M sur Q.

(f) Déterminer le groupe d’automophismes de M. (Trouver 'ordre, et donner la structure du
groupe.)
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(2) Soit K =F9 un corps a deux éléments.

(a) Déterminer tous les polynémes irréductibles de K[X] de degré < 3.

(b) Montrer que X%+ X3 + 1 € K[X] est irréductible.

(c) Soit L = K[X]/(X® + X3+ 1), et soit a € L la classe de X modulo X% + X3 + 1. Montrer
que L est un K-espace vectoriel, et donner une base.

(d) Montrer que 'ordre de « dans le groupe L* = L\ {0} est 9.

(e) Trouver un sous-corps de L & 4 éléments.

(f) Soit B = a*(a+1) € L. Trouver le polynéme minimal de 3 dans K[X].

(g) Soit M = K(3) le sous corps de L engendré par /3. Déterminer le corps M.

(3) Soient P = X2 +3X + 1, et Q = 2X? — X + 4 deux polynomes de Z[X].

(a) Calculer le résultant R(P, Q).

(b) Trouver tous les nombres premiers p tels que P et ) ont une racine commune dans le corps
Z]pZ.

(4) Soit F(X) = X3 -9X2+11X — 1€ Z[X].
(a) En remarquant que F(0) < 0, F'(1) > 0 et F(2) < 0, montrer que le polynome a 3 racines
disctinctes 71,712,792 € Ryg.
(b) Déterminer les valeurs o1 = ry + 19 + 13, 09 = 7172 + 7173 + r2r3, €t 03 = rirars.
(c) Soit s = \/r1 + /T2 + /T3, et soit t = \/r172 + /7173 + \/T273. Montrer que 2 =09+ 25,/03
et s2 = oy + 2t.
(d) Déterminer s* — 18s% — 8s.

(5) Soit P = X3 — 3 € Q[X]. Soit L un corps de décomposition de P sur Q.
(a) Déterminer le degré de 'extension L/Q. Donner une Q-base de L.
*(b) Trouver un élément 3 € L tel que le polynéme minimal de 3 est de degré 6. (Indication :
Pour un bon choix de 3, écrire 1, B, 82 et 4% dans la base trouvée dans la question (5a), et
montrer que le polynéme minimal de § est de degré > 3.)

(¢c) Montrer que L = Q(p).



